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摘 要:本文应用并扩展随机矩阵理论的检验方法，实证检验资产组合协方差矩阵的噪音干扰。实证发现，经验
估计的协方差矩阵存在较高程度的噪音干扰。表现在，经验协方差矩阵的特征值较好地吻合随机矩阵的理论分
布，77． 53%的特征值落在随机矩阵的理论取值范围内，并具有随机矩阵的普适性质。在过滤噪音后，资产组合
的风险估计偏误得到显著降低，最小方差组合在评价期的风险水平显著降低。
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Abstract: The noise to the correlations between stocks returns are tested by using the ＲMT method． 77． 53% of the
eigenvalues of the sample covariance matrix are found to fall within the ＲMT bounds and agree with the universal proper-
ties predicted by ＲMT-implying a large degree of noise． The noise content of the covariance matrix is filtered by applying
Mean-value，and Zero-value schemes． With the filtered matrix，the ex post risk of the minimum variance portfolio is
reduced significantly．
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1 引言

金融资产之间的交互相关，一直备受金融理论

研究和业界实践的关注。对于资产组合，资产收益

的协方差矩阵或相关矩阵是关键的变量，组合选

择、风险管理等都决定于该矩阵。考虑由 N 个资

产 Si ( i = 1，2，…，N) 构成的资产组合 Π，各个资产

分配资本的权重为 W = ( ω1，ω2，…，ωN ) ，则该组合

的风险 Ω2 =WΣWT。其中 Σ 正是 N 个资产收益的

协方差矩阵，其矩阵元素 σ2
ij ( i，j = 1，2，…，N) 为资

产 Si 和 Sj 的协方差，WT 表示 W 的转置。可见，协

方差矩阵 Σ 的估计对资产组合风险的计算是决定

性的。
但是，至少存在两个相悖的原因使得协方差矩

阵 Σ 的准确和稳健估计变得十分困难。一是维度

灾难问题 ( Curse of Dimensions ) 。协方差矩阵有

N( N － 1) /2个待估计元素。如果可获取数据长度

为 L，则数据量为 NL。统计上要求数据长度 L 远

远大于资产数量 N，否则出现“维度灾难”问题。
二是时变性问题( Time Varying) 。市场状况是时变

的，资产间的协方差也将因此随时间变化 ( 非恒

定) ，协方差矩阵存在时变的特征。一方面，如果

为了克服时变性而选用较短的近期数据，则导致高

程度的维度灾难。另一方面，如果为了克服维度灾

难而选用较长的数据，却受时变性的影响，并且多

数情况下，长样本数据难以获取。
正是因此，Laloux 和 Plerou 等学者［1，2］提出质

疑，根据历史数据估计的协方差矩阵可能存在噪音

干扰。对于协方差矩阵，由此存在两个重要问题。
一是协方差矩阵是否存在噪音干扰，如何进行检

验; 二是如果存在噪音干扰，如何进行过滤。我们

将采用并扩展随机矩阵理论的检验方法，针对中国

股票市场的资产组合，试图分析上述问题。
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2 文献综述

关于协方差矩阵噪音检验的问题。Laloux 和

Plerou 等学者［1，2］提出质疑的同时，率先应用随机

矩阵理论( Ｒandom Matrix Theory，ＲMT) 检验协方

差矩阵噪音的存在，取得许多有意义的发现。如果

经验估计的协方差矩阵存在随机干扰，则必然在一

定程度上表现出随机矩阵的性质。因为随机矩阵

是纯噪音，不携带真实信息。矩阵的信息表现在特

征值谱上，因此，他们分解经验协方差矩阵的特征

值谱，与同维随机矩阵的特征值谱进行对比。经验

矩阵的特征值被分为两组，一组落在随机矩阵特征

值的理论取值范围( 也称 ＲMT 范围，Ｒandom Matrix
Theoretical Bounds) 内，如果这部分特征值具有 ＲMT
普适性质( Universal Properties) ，则为噪音特征值，不

携带真实信息; 另一组则在理论取值范围外( 也称偏

离 ＲMT 范围，Deviations from the ＲMT) ，则为真实特

征值，可能携带反映交互作用的真实信息。
Laloux 等［1］研究 S＆P500 指数 406 只样本股

的资产组合。实证发现，经验矩阵只有约 6% 的特

征值偏离 ＲMT 范围，而约 94% 落在 ＲMT 范围内，

并且特征值分布与 ＲMT 理论分布较为吻合。实证

证实了他们的推测，股票组合的经验相关矩阵在很

大程度上具有随机矩阵的性质，存在较高程度的噪

音干扰。因此，投资组合中使用经验矩阵必须更加

谨慎。Plerou 等［2］研究美国市值最大 1000 只股票

的资产组合。实证也发现，经验相关矩阵的大部分

特征值落在 ＲMT 范围内，且与 ＲMT 特征值分布较

为吻合。在进行扩展后，这些特征值具有 ＲMT 的

普适性 性 质。包 括: ( 1 ) 特 征 值 最 近 相 邻 间 距

( Nearest-neighbor Spacing) 服从 ＲMT 高斯正交系

( Gaussian Orthogonal Ensemble，GOE) 的分布; ( 2)

特征值次相邻间距( Next-nearest-neighbor Spacing)

服从 ＲMT 高斯辛系( Gaussian Symplectic Ensemble，

GSE) 的分布等。这些普适性质的验证，是经验矩阵

存在噪音干扰的有力证据。
随机矩阵理论的分析思路为后来多数研究采

用。包 括 对 美 国、日 本 等 成 熟 金 融 市 场 的 研

究［3 ～ 6］，以及对南非、印度和中国等新兴金融市场

的研究［7 ～ 9］。这些研究都发现，根据历史数据估计

的经验协方差矩阵或相关矩阵，其特征值分布与随

机矩阵的理论分布较为吻合，绝大部分的特征值落

入 ＲMT 范围，且具有 ＲMT 的普适性质。这意味着

协方差矩阵在很大程度上具有随机矩阵的特征，存

在随机噪音干扰。

关于噪音过滤问题的研究。对噪音特征值进

行处理，是过滤噪音的出发点。Laloux 等［10］提出

均值过滤的机制，将全部噪音特征值替换为所有噪

音特征值的平均值，以平均熨平的原理移除噪音。
实证发现，根据原始矩阵获得的有效边界组合的事

后风险比事前预测风险高出 3 倍，而根据过滤后矩

阵获得的有效边界组合的事后风险只比预测风险

高出 1． 5 倍。这意味着，随机干扰噪音导致对组合

风险预测的严重偏误。随机噪音的过滤，使得组合

风险的估计和预测更为可靠，尽管事后风险总比事

前预测风险高。Plerou 等［3］提出零值过滤的机制，

他们认为既然噪音特征值不携带真实信息，可以直

接移除，他们因此将所有噪音特征值全部替换为

零，直接过滤噪音。实证也发现，噪音的过滤显著

降低资产组合有效边界的风险预测偏差，使用原始

矩阵，有效边界组合的事后风险比预期风险高出约

170%，而使用过滤后的矩阵，事后风险比预期风险

只高出约 25%。
均值过滤和零值过滤两种机制得到多数学者

的认可和应用，如 Pafka，Potters 和 Kondor［4］ 以及

Daly［11］等。但这两种机制都存在过滤遗漏或者过

度过滤的共同问题。Daly［11］比较了上述机制的过

滤效果，资产组合数量不同，数据长度不同，两种机

制的过滤效果各有优劣。

3 随机噪音的实证检验

3． 1 经验估计的协方差矩阵与随机矩阵

记 Pi ( t) 为资产 Si ( i = 1，2，…，N) 在第 t 天的

价格，则该资产的日收益率定义为

ri ( t) = lnPi ( t + 1) － lnPi ( t) ( 1)

对于 N 个资产的组合，协方差矩阵 COV 的经

验估计是

COVij =
1
L ∑

L

t =1
( ri ( t) － ri ) ( rj ( t) － rj ) i，j = 1，2，…，N

( 2)

其中 ri 为收益率的样本均值，L 为日收益率时间序

列的长度。
由于对称性和正定性，协方差矩阵 COV 可以

表示为 COV = ( 1 /L) SST。其中 S 为 N × L 矩阵，对

应 N 个资产的历史收益率的时间序列，每个序列

的长度为 L。
考虑 N 维的随机矩阵 H，H = ( 1 /L) AAT。其中

矩阵 A 亦为 N × L 矩阵，矩阵 A 的元素为独立同分

布的随机变量，具有零均值和有限方差 σ2。也即，

矩阵 A 对应着 N 个长度为 L 的随机向量。矩阵 H
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也称为 Wishart 矩阵［12］，是“纯噪音”矩阵。如果

经验的协方差矩阵在一定程度上具有随机矩阵的

性质，则可认为存在噪音干扰。
特征值和特征向量对矩阵的信息表示起着重

要作用，因此，我们重点分析矩阵特征值谱的性质。
定义矩阵特征值的密度函数为 ρ( λ)

ρ( λ) = 1
N
dn( λ)
dλ

( 3)

其中 λ 为矩阵特征值，n( λ) 表示特征值小于 λ 的个

数。根据随机矩阵中心极限定理，当 N，L→∞ 且
Q = L /N≥1固定时，随机矩阵特征值的密度函数为

ρ( λ) = Q
2πσ2

( λmax －λ) ( λ －λmin槡 )
λ

， λ∈［λmin，λmax］ ( 4)

λmax
min = σ

2 ( 1 + 1 /Q ± 2 1槡 /Q) ( 5)

其中［λmin，λmax］为随机矩阵特征值的取值范围，也

称为 ＲMT 范围，λmin 和 λmax 分别为 ＲMT 下 界 和
ＲMT 上界。
3． 2 数据与预处理

选取上海证券交易所和深圳证券交易所 2011
年市值最大的 1000 只股票，时间范围为 2001 年 1
月 1 日至 2011 年 12 月 31 日，共 2662 个交易日。
剔除缺失交易日超过 242 天的股票( 2001 ～ 2011
年年平均交易日为 242 天) ，保留样本股票为 445
只。所选股票 2011 年成交金额占整个市场成交金

额的 50． 67%，2011 年市值占整个市场的 32． 44%。
所选股票平均交易日为 2567 天，占整个交易历史

的 96． 43%。数据来源于国泰安 CSMAＲ 中国股票

市场交易数据库。对缺失交易数据采用 Wilcox 和
Gebbie［7］的线性插值方法进行处理。
3． 3 基于特征值分布的检验

根据( 2 ) 式估计 445 只样本股票的协方差矩

阵，进行特征值分解，特征值的分布 P ( λ) 如图 1
的梯状图所示。图 1 同时给出随机矩阵的特征值

理论分布 PＲMT ( λ) 。对比发现，经验协方差矩阵的

分布和随机矩阵的理论分布具有一定程度的吻合，

大部分特征值落在 ＲMT 范围内，若干特征值偏离
ＲMT 范围，特别是上界。

对于 N = 445 只 股 票，L = 2661 天，则 Q =
5． 9798。简单计算，随机矩阵特征值的理论上下界

分别为 λmin = 0． 3494，λmax = 1． 9851。注意到有 12
个大于 ＲMT 上界，λ ＞ λmax，这些特征值明显偏离
ＲMT 上界，所携带的信息并非随机噪音。因此，将

这些特征值在矩阵总方差的贡献移除，以便分析剩

余特征 值 的 谱 结 构。矩 阵 调 整 后 的 总 方 差 为

［σ2
ad = σ

2 ( 1 － ∑λdev /N ) ］，其中 λdev 为偏离理论

范围的特征值。当然，参数 σ2 改变，( 4) 、( 5) 式对

应的理论分布随之改变，ＲMT 上下界亦随之改变。
事实上，可以调整参数 σ2，确定一个 ＲMT 分布，使

之与经验矩阵的特征值分布吻合最好［1］。我们移

除最大两个特征值的方差贡献。调节后，ＲMT 下

界为 λmin = 0． 1929，ＲMT 上界为 λmax = 1． 0961，整

个 ＲMT 理论分布 PＲMT ( λ) 向左进行平移。相应

地，经验矩阵有 38 个特征值偏离 ＲMT 上界，62 个

特征值偏离 ＲMT 下界，共 100 个特征值偏离 ＲMT
范围，而 345 个特征值落在 ＲMT 范围内，比例高达
77． 53%。也即，经验协方差矩阵大部分特征值落

在随机矩阵对应的理论范围内，可能为噪音特征

值，不携带真实信息。

图 1 经验协方差矩阵的特征值分布 P( λ) 与
随机矩阵的特征值理论分布 PＲMT ( λ)

3． 4 基于特征值普适性质的检验

特征值分布相同的矩阵，可能有着不相同的谱

结构［13，14］。因此，判断落入 ＲMT 范围的特征值是

否为噪音特征值，还需进一步检验这些特征值是否

具有随机矩阵的普适性统计性质，包括特征值最近

相邻间距和特征值次邻间距的统计性质等。
在特征值谱的不同位置，λ i 的间距单位不同。

为了可比较，必须将原特征值 λ i 映射变换为新的

特征值 ζi，使变换后的特征值具有一致的单位。该

变换称为特征值的扩展，ζi 也称为扩展后的特征

值。我们采用高斯变换，将矩阵特征值 λ i 变换为

ζi，特征值最近相邻间距和次相邻间距则分别定

义为

s = ζk + 1 － ζk ( 6)

l = ζk + 2 － ζk ( 7)

对于实对称随机矩阵，最近相邻间距 s 服从高

斯正交系随机矩阵的特征值最近相邻间距的分

布［13，14］

PGOE，nn ( s) = πs2 exp( － π
4 s2 ) ( 8)
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特征值次相邻间距 l 则服从高斯辛系随机矩

阵的特征值次相邻间距的分布［13，14］

PGSE，nnn ( l) = 218

36π3 l
4exp( － 64

9π
l2 ) ( 9)

图 2 经验协方差矩阵特征值最近相邻间距的密度分布 Pnn ( s)
和随机矩阵特征值最近相邻间距的密度分布 PGOE ( s)

图 2 对比经验矩阵特征值最近相邻间距 s 的

密度分布 Pnn ( s) ( 直方图) 和随机矩阵特征值最近

相邻间距的理论密度分布 PGOE，nn ( s) ( 实线) 。结

果显示，二者分布具有较好的吻合。更为稳健地，我

们采用 Kolmogorov-Smirnov( K-S) 统计量检验两者的

吻合，结果如表 1 所示。结果表明，在 49． 77% 的置

信水平，不能拒绝经验矩阵特征值最近相邻间距服

从 PGOE，nn ( s) 的原假设。
表 1 ＲMT 范围内的特征值是否具有随

机矩阵普适性质的 K-S 检验

零假设
经验矩阵特征值最近

相邻间距服从 PGOE ( s)
经验矩阵特征值次

相邻间距服从 PGSE ( l)

K-S 统计量 0． 0404 0． 0393

p 值 0． 4977 0． 5346

图 3 对比经验矩阵特征值次相邻间距 l 的密

度分布 Pnnn ( l) ( 直方图) 和随机矩阵特征值次相邻

间距的理论密度分布 PGSE ( l) ( 实线) 。结果显示，

二者的分布也具有较好的吻合。更稳健地，表 1 的

K-S 检验显示，在 53． 46%的置信水平，不能拒绝经

验矩阵 特 征 值 次 相 邻 间 距 服 从 PGSE，nnn ( l ) 的 原

假设。
综合上述实证，经验协方差矩阵 COV 的大部

分特征值落入 ＲMT 范围，并且落入 ＲMT 范围内的

特征值服从随机矩阵的普适性统计性质。这意味

着这部分特征值为噪音特征值，证实经验协方差矩

阵存在较高程度的噪音干扰。

图 3 经验协方差矩阵特征值次相邻间距的密度分布 Pnnn ( l)
和随机矩阵特征值次相邻间距的密度分布 PGSE ( l)

4 随机噪音的过滤

协方差矩阵存在随机噪音可能影响组合选择、
风险管理等，不过滤噪音而直接使用，可能产生严

重的风险度量偏误。接下来我们讨论随机噪音的

过滤。
首先考虑 Laloux 等［10］的均值过滤方法( 也称

LCPB 机制) ，其基本思路是将矩阵的噪音特征值

替换为所有噪音特征值的平均值，以平均原理熨平

噪音，达到过滤的目的。LCPB 机制放宽噪音特征

值的范围，所有小于 ＲMT 上界的特征值{ λλ ＜
λmax} 界定为噪音特征值，记 λ 为所有噪音特征值

的平均值，则过滤后的特征值集为 Λ = { λ1，λ2，…，

λmax，λ，…，λ}。记 DLCPB 为过滤后的特征值矩阵

( 对角线元素为特征值，其他元素为零) ，根据矩阵

的分解定理，过滤噪音后的协方差矩阵为

COVLCPB = EDLCPBE
－ 1 ( 10)

其中 E 为原矩阵 COV 的特征向量矩阵。均值过滤

法，保 证 过 滤 前 的 矩 阵 COV 和 过 滤 后 的 矩 阵

COVLCPB具有相同的迹( 矩阵对角线元素之和) ，两

者的总方差信息相同，也即过滤机制并不破坏原始

矩阵的总方差信息量。
我们 采 用 最 小 方 差 组 合 ( Minimum Variance

Portfolio) 来评价过滤效果。简单计算，最小方差组

合对各资产分配权重如下

ω*
i = ( ∑n

j = 1
Σ －1

ij ) / (∑n

j，k = 1
Σ － 1

jk ) ( 11)

其中 Σ－1 为Σ的逆。不同的协方差矩阵Σ ，将得到不

同的最小方差组合。
将样本期 ( 2661 天) 分 为 两 个 阶 段，估 计 期

( 1661天) 和评价期( 1000天) 。采用估计期的收
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益率数据根据( 2 ) 式估计协方差矩阵 COVH，根据
( 11) 式计算权重得到最小方差组合 Πunfiltered，根据
评价期的收益率数据计算最小方差组合 Πunfiltered在
评价 期 的 风 险 水 平 ( 组 合 收 益 率 的 标 准 差 )

Ωmin，unfiltered。进一 步，采 用 均 值 过 滤 的 方 法 过 滤
COVH 的噪音，得到过滤后的协方差矩阵 COVLCPB，

并相应得到新的最小方差组合 Πfiltered，该组合在评
价期的风险水平为 Ωmin，LCPB。

计算得到，原始协方差矩阵的最小方差组合
Πunfiltered 在 评 价 期 的 风 险 水 平 为 Ωmin，unfiltered =
1． 63%，而过滤噪音后协方差矩阵的最小方差组合
Πfiltered 在 评 价 期 的 风 险 水 平 下 降 为 Ωmin，LCPB =
1． 4%。简单计算

( Ωmin，LCPB － Ωmin，unfiltered ) /Ωmin，unfiltered = － 14． 04%
( 12)

也即，采用均值过滤法对经验协方差矩阵过滤
噪音，显著降低最小方差组合在评价期的风险，降
低幅度约为 14． 04%，显著改进投资组合效率。

我们接着采用 Plerou 等［3］提出的零值过滤法
( 也称 PGＲAGE 机制) ，其基本思路是，将全部噪音
特征值替换为零，直接从矩阵中移除。过滤后的特
征值集为 Λ = { λ1，λ2，…，λmax，0，…，0}。当然，这
将导致过滤后矩阵的迹不等于原始矩阵的迹。因
此，进一步令新矩阵的迹为原始矩阵的迹，以保证
总方差信息不受影响。

过滤后的特征值矩阵记为 DPGＲAG，根据分解定理

COV'PGＲAG = EDPGＲAGE
－ 1 ( 13)

将矩阵 COV'PGＲAG 的迹替换为原矩阵 COV 的
迹，得到噪音过滤后的矩阵 COVPGＲAG。

计算得到，采用零值过滤机制，过滤噪音后协方
差矩阵的最小方差组合 Πfiltered在评价期的风险水平
下降为 Ωmin，PGＲAG = 1． 38%，下降的幅度为 15． 70%，

略高于均值过滤机制
( Ωmin，PGＲAG － Ωmin，unfiltered ) /Ωmin，unfiltered = － 15． 70%

( 14)

综合上述实证，随机噪音的存在，明显导致组合风
险的估计偏误，噪音的过滤显著提高组合选择效率。

5 结论

金融资产之间的交互相关是金融理论研究和
实践的重要问题，资产组合的协方差矩阵在许多重
要的金融领域起着关键的作用。本文采用并拓展
随机矩阵理论的检验方法，研究我国股票市场资产
组合的协方差矩阵的噪音干扰，包括噪音的检验、
过滤。主要的实证结论包括:

第一，中国股票市场资产组合的协方差矩阵存
在较高程度的噪音干扰。协方差矩阵的特征值分布
与随机矩阵的理论分布较为一致，77． 53%的特征值

落入随机矩阵的理论范围，并且，这部分特征值具有
随机矩阵的普适性质，为噪音特征值，证实噪音干扰
的存在。第二，采用均值机制和零值机制对协方差
矩阵的噪音进行过滤，显著降低最小方差组合在评
价期的风险水平，明显改进投资组合的效率。

协方差矩阵存在噪音干扰得到众多学者的认
可。但现有噪音过滤机制却存在共同不足，可能导
致过滤不足和误过滤。随机矩阵存在一个能级排斥
的普适现象，特征值因对数势而相互排斥。如果真
实特征值被“排斥”进入噪音特征值的范围，则存在
误过滤; 如果噪音特征值被“排斥”进入真实特征值
的范围，则存在过滤不足。目前的均值和零值过滤
方法尚未考虑到这种排斥现象。因此，能有效识别
噪音特征值的过滤方法是有待研究的问题之一。
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