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摘 要 

 

玻色—爱因斯坦凝聚（BEC）在实验上的成功，再次引发了大量关于 BEC

性质的研究。迄今为止，实验上的 BEC 都是在外势约束下实现的。当玻色气体

被束缚在一个空间变化的外势场中，能量和空间的耦合会使实现 BEC 的条件发

生变化。 

本文分别从能量球体和能量球壳两个不同角度推导出任意指数型外势中理

想玻色气体的能态密度，以及有相互作用的玻色气体的能态密度，并由能态密度

求解出转变温度、系统能量和比热，同时考虑了相互作用玻色气体化学势在转变

温度处的取值情况。  

为了研究低温相互作用对玻色气体的影响，引进了标度参数，得出标度参数

与外势形式及相互作用之间的关系。标度参数使各个复杂的实验实现了可对比

性。 

化学势µ对激发态的分布函数至关重要，因此，热力学性质常用化学势表示。

另一方面，化学势还取决于粒子间的相互作用。所以，化学势为研究相互作用对

热力学性质的影响提供了有效的起点。 

然而，化学势通常表示为由总粒子数确定的一个参数。因此，给出化学势与

温度之间的清晰的依赖关系尤为重要。本文从 Hartree-Fock 近似出发，考虑了凝

聚部分以及热原子部分对化学势的贡献，推导出低温下的化学势与温度的依赖关

系的清晰表示式，修正了现有解析结果，在转变温度附近，这一修正效果特别明

显。 

 

关键词：玻色气体;指数型外势;相互作用;标度参数;化学势 
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ABSTRACT 

 

The realization of Bose-Einstein condensation in experiments in recent years has 

aroused great interest in this phenomenon. So far, the achievements of BEC in 

experiments are all in virtue of external potentials. When confined in an external 

spatial variable potential, the conditions of BEC vary greatly because of the coupling 

between energy and space. 

The paper deduces the density of states for both non-interacting Bose gas and 

interacting Bose gas based on the “energy sphere” and “energy shell” respectively. 

And then, we calculate the system energy and specific heat and obtain the generic 

expressions for energy and specific heat that dependent on the parameter of the 

external potential. At the critical temperature, a jump exists for the specific heat. 

The scaling parameter characterizing the role of interactions is expressed in terms 

of the intensity of interactions and the external trap parameter.  

The chemical potential is an important property for Bose gas because many 

thermodynamic properties depend on it. The chemical potential usually appears as a 

parameter fixed by the total particle number in traps. This paper gives a simple 

relation between μ and the temperature. The chemical potential obtained here 

provides a correction to the existing analytical result, especially in the critical region 

of Bose-Einstein condensation. 

 

Keywords: Bose gas; power-law external potential; interaction; scaling parameter; 

chemical potential  
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引 言 

 

1.1 玻色—爱因斯坦凝聚及其实验进展 

 

量子力学将一个精彩纷呈的微观世界呈现在世人面前。得力于量子力学的发

展，人们发现微观世界存在一类这样的粒子：它们的自旋为整数，能量状态取不

连续的量子态，允许多个粒子同时占据同一个量子态，不遵守泡利不相容原理，

这就是玻色子（Boson），由玻色子组成的系统称为玻色系统，其波函数具有交换

对称性。 

此外，还有自旋为半整数的粒子，它们遵守泡利不相容原理，称为“费米子”，

由费米子组成的系统称为费米系统，其波函数满足交换反对称性。 

因为自旋差异，费米系统和玻色系统遵守截然不同的统计规律。前者遵循费

米—狄拉克统计，其中一个显著特点是 1925 年瑞士科学家泡利发现的“泡利不

相容原理”，即在费米系统中，绝不可能存在两个或两个以上的费米子处于同一

个量子态。后者遵循玻色—爱因斯坦统计，玻色系统的显著特点是在温度足够低、

粒子运动速度足够慢的条件下，玻色气体将发生相变，所有粒子都会聚集于能量

低的量子态，这就是玻色—爱因斯坦凝聚（BEC）[1]。 

1924 年，印度物理教师玻色绕过经典电动力学，另辟奚径，采用基于光子

状态的统计理论推导出普朗克黑体辐射公式。爱因斯坦敏锐地意识到玻色工作的

重要性，将玻色对光子的统计方法推广到单原子理想气体，并预言当这类原子的

温度足够低时，所有的原子都会突然聚集到一种能量尽可能低的状态，经过相变

成为全新的物质状态。 

爱因斯坦的预言引起了实验物理学家的广泛兴趣，并部分实现了玻色—爱因

斯坦凝聚，例如超导中的库伯电子对无电阻现象，超流体中的无摩擦现象。但因

其系统特别复杂，难以对玻色—爱因斯坦凝聚现象进行充分的研究。 

在实验上，要实验玻色—爱因斯坦凝聚，必须满足两个条件：一是原子气体

的温度极低，二是原子的密度很高。比如铷原子气体，要求温度 KT 910~ −
，
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原子密度达到
31211 /10~10 cm ，这是难度极高的实验。近年来，激光冷却气体

原子的技术获得了重大进展。在相干光与原子共振时，原子受到的光压很大，从

而可以利用激光的光压减小原子的热运动，降低原子的温度。利用三对从上下、

左右、前后射来的并交于一点的激光束照射到气体原子上，使原子不仅被冷却，

而且被囚禁在光束的交汇点处，利用激光冷却技术可将碱原子气体冷却到

KT 610~ −  ，再用磁阱可将超冷原子气体囚禁于空间某一区域。由于激光冷却

技术的突破，1995 年，人们观察到严格意义上的 BEC 现象。 

1995 年 7 月，美国 Cornell 和 Wieman 小组利用激光冷却和时间平均轨道势

(TOP)阱中的射频蒸发冷却技术在碱金属铷(87Rb)原子蒸汽中观测到了 BEC [2]。

对实验照片进行分析表明，随着温度的降低，铷原子的速度分布范围越来越小，

当温度下降到某个临界温度之下，速度为零或接近零的原子数急剧增加。显然，

这些铷原子(大约超过 1000 个)实现了玻色—爱因斯坦凝聚，并且保持的时间有

数秒之久。这种凝聚发生在宏观尺度，开辟了宏观量子现象研究的新天地。同年

11 月，美国 MIT(Massachusetts Institute of Technology)的 Ketterle 科学小组采用塞

曼减速技术冷却的原子束系统实现了钠(23Na)原子气体的 BEC[3]。由于在稀薄碱

原子气体中实现 BEC 以及对其凝聚态进行了基本性质的研究，他们荣获了 2001

年度的诺贝尔物理学奖。 

迄今为止，国际上已有 40 多个实验室采用各种冷却技术，以及囚禁与操控

技术实现了八种元素原子的 BEC，即：具有正散射长度碱金属原子（23Na，87Rb）

的 BEC；负散射长度碱金属原子(7Li,41K, 87Rb,133Cs)的 BEC；自旋极化氢 1H 原子，

亚稳态氦 4He 原子和具有 2 个价电子的 174Yb 稀土原子的 BEC 以及由费米原子

形成的 6Li2和
40K2 分子[4-13]。 

玻色—爱因斯坦凝聚体所展现出的宏观相干、隧穿和量子超流性等奇特的量

子性质，不仅对基础研究有重要意义，在原子激光、原子钟、原子芯片技术、精

密测量、量子计算机和纳米技术等领域都有很好的应用前景。 

 

1.2 外势中的玻色气体理论研究 

 

实现 BEC 的几个实验都是在外势存在的条件下进行的，例如，1995 年人类
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首次实现的 BEC 实验就是应用磁陷阱技术和激光冷却技术实现了外势对原子气

体的约束和冷却的结果，因此研究外势阱中的玻色气体性质显得非常有意义。

Bagnato 等人研究了任意指数型外势中的玻色气体的性质，给出了在这样外势中

玻色气体的转变温度、比热、凝聚比率等的通用表达式[14]。此外，外势约束下

的玻色气体的重要特征是凝聚体粒子数密度不均匀和粒子数有限，现有实验中的

粒子数从几千到上百万不等。有限粒子数，空间维数，粒子间的相互作用等对玻

色系统的性质具有非常重大的影响。相对于粒子数无穷大的玻色系统，有限粒子

数系统具有更小的凝聚比率和更低的转变温度[15-17]。由于热激发引起的涨落非

常剧烈，一维和二维理想玻色系统不可能产生 BEC，也就是说，在热力学极限

下，BEC 的转变温度会趋于零温。但在简谐外势约束下，二维理想玻色系统却

可以有 BEC 的产生[18-20]。 

由于外势的存在，相互作用的玻色气体导致一些非预期的实验现象。早在

1956 年，杨振宁，李政道，黄克逊等人从统计物理的角度，对弱相互作用的玻

色系统进行了相当深入的研究，推广了 Enrico Fermi 在 1936 年提出的赝势方法，

导出了粒子间存在硬球势相互作用的非理想气体系统的热力学性质。这一成果是

势阱中的碱金属气态 BEC、特别是大散射长度情况下理论研究的基础。如果考

虑粒子之间的相互作用，系统哈密顿量将是非线性的，零温近似下相应的非线性

薛定谔方程即 G-P 方程(Gross-Pitaevskii equation)为研究该系统提供了有效的工

具，这是一个与凝聚态相关的序参量的平均场(mean-field)近似方法，为描述 BEC

相关现象提供了一个简单而直接的等式，这一理论非常适用于描述零温近似下，

二体相互作用对稀薄玻色气体的影响。而在低温（非零温）下，Hartree-Fock 近

似能准确描述玻色气体的行为[22]；Giorgini 引入了标度参数用于衡量相互作用

对玻色气体的影响，并采用 Hartree-Fock 近似研究处于简谐外势中的排斥相互作

用玻色气体在低温下的性质。 

值得注意的是，相互作用的影响会大大改变低维玻色气体的相变特性；特别

是在二维的相互作用玻色气体中会存在 Berezinsky-Kosterlitz-Thouless 转变现象

[29,30]。 

 

1.3 三维空间中自由理想玻色气体 
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考虑束缚在体积为 V 的空间内由 N 个玻色子组成的系统，系统的总粒子数

N 由下式给出： 

 

∑ ∑ −
>=<= −

ε ε
βεε 1
1

1ez
nN                                   (1.1) 

其中 z 为逸度，它通过下式与化学势µ建立联系： 

)exp( kTz µ=                                                    (1.2) 

对于体积足够大的系统，单粒子的能谱趋于连续。利用系统的能态密度： 

εεπεε dm
h
Vda 2

1
2

3

3 )2(2)( =                                        (1.3) 

可将系统总粒子数(1.1)式的求和用积分替代，此外，由于该积分没有计及处于能

级基态即 0=ε 的粒子对总粒子数的贡献，必须对处于基态的粒子单独求和。基

于上述的考虑，(1.1)式可表示为， 

z
zzgV

z
z

ez
m

h
VN

−
+=

−
+

−
= ∫

∞

− 1
)(

11
)2(2

2
33

0
1

2
1

2
3

3 λ
επ
βε                    (1.4) 

其中，λ为粒子的平均热波长，表示为， 

2
1

)2( mkTh πλ =                                                  (1.5) 

)(zgv 为玻色—爱因斯坦函数，表示为， 

∫
∞

−

−

>=><≤
−Γ

=
0

1

1

)1,1;0,10(
1)(

1)( vzvzdx
ez
x

v
zg x

v

v                       (1.6)                 

第一项为处于激发态的粒子总数 eN ，第二项为处于基态的粒子数 0N 。 

(1.2)式定义的逸度 z 的取值范围为 10 ≤≤ z ，在 1<<z 的区域，(1.4)式的第二

项为
N
1
的数量级，完全可以忽略。然而，随着 z 增加不断趋向 1，(1.4)式的第一

项将不断减小，而第二项将不断增加，以致于与第一项可以相比拟，对(1.4)式将

具有显著影响。借助于黎曼—泽塔函数(Rieman Zeta Function)，激发态的总粒子

数受下式限制， 

)
2
3()1( 3233 ζ

λλ
VgVNe =≤                                           (1.7) 

如果总粒子数超过了激发态粒子数的限制值，将会有大量的粒子进入基态
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( 0=ε )，产生这一现象的条件是， 

(1.8) 

 

这也就是形成玻色—爱因斯坦凝聚的条件。在给定 N，V 的条件下，这一条件可

改写为： 

3
22

})]
2
3([{

2
ζ

π
VN

mk
hT

B
c =                                           (1.9) 

其中 cT 为形成玻色—爱因斯坦凝聚的转变温度，当系统温度低于此温度时，大量

粒子转移到 低能级。从物理意义上看，形成玻色—爱因斯坦凝聚的条件是粒子

的德布罗意波长大于粒子间的间距。 

当 cTT < 时，激发态的粒子占据数 )
2
3(

)2(
3

2
3

ζ
π

h
Tmk

VN B
e = ，基态的粒子占

据数为 eNNN −=0 ； 

当 cTT > 时 ， 基 态 的 粒 子 占 据 数 00 ≈N ， 激 发 态 的 粒 子 占 据 数

Nzg
h

TmkVN cB
e ≈= )()2(

233

2
3

π                                      (1.10) 

当T 从低温向 cTT → 趋近，则基态粒子占据比例按以下关系变化： 

2
30 )(1

cT
T

N
N

−=                                                    (1.11) 

逸度 z 与 VN , 的关系由下式确定： 

当 cTT ≤ ，即 )
2
3(13 ζ

λ
<

N
V

时， z =1； 

当 cTT > ，即 )
2
3(13 ζ

λ
≥

N
V

时，
V

Nzg
3

23 )( λ
=                          (1.12) 

根据统计物理知识，系统压强为： 

)1ln()1ln()2(2)1ln(
0

2
1

3

2
3

zdze
h

Tkmze
V

TkP BB −−−−=−−= ∫∑
∞ −− εεπ βε

ε

βε  

当 cTT > 时，上式第二项相对第一项为小量，可以忽略，因此， 

)
2
3(3 ζλ

VN >
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)()()
2
3()2(2)2(2

253253

2
3

1
0

2
1

3

2
3

zgTkzg
h

TkTmkd
i

ez
h

TkmP BBB

i

ii
B

λ
πεεπ εβ

=Γ== ∑∫
∞

=

∞ −

 

将(1.10)式代入，可以得到， 

)(
)(

23

25

zg
zg

Tk
V
NP B=  

如果 cTT >> ，则 1<<z ， 1
)(
)(

23

25 ≈
zg
zg

，可以得到理想气体的状态方程： TNkPV B=  

当 cTT ≤ 时，容易得到， 

 )
2
5()()2( 25

3

23

ζπ Tk
h
mP B=  

同样，系统内能表示为： 

)(
2
3

1 2531 zgVTk
ez

nU B λ
εε

ε
βε

ε
ε =

−
== ∑∑ −  

当 cTT ≤ 时， 1=z ，比热 VC 表示为： 

3, )
2
5(

4
15)(1)(

λ
ζ

N
V

T
U

NkNk
TTC

VN
BB

cV =
∂
∂

=
<

                          (1.13) 

当 cTT > 时， 10 <≤ z ，比热表示为： 

)(1
2
3)(

4
15)(

233325 zg
zT

zVTk
N
Vzg

Nk
TTC

B
B

cV

∂
∂

+=
>

λλ
                     (1.14) 

由于系统粒子数守恒，由(1.4)式得到， 

0)(1)1()( 213323 =
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ zg

T
z

z
V

T
zVg

T
N

λλ
，推导出 )()(

2
3

2123 zgzg
zTT

z
−=

∂
∂  

将上式代入(1.14)，并利用(1.12)式得到： 

)(
)(

4
9

)(
)(

4
15)(

21

23

23

25

zg
zg

zg
zg

TTC cV −=>                                    (1.15) 

为了对 BEC 有更直观的认识，利用二分法求解出不同 z 与
V

N 3λ
之间的数值

关系，再由 z 结合(1.9)式、(1.13)式以及(1.15)式求解出比热 )( Bv NkC 与 )( cTT 之

间的数值关系，并绘制曲线如下： 
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图 1. 逸度 z 随
V

N 3λ
变化曲线 

 
图 2. 比热 )( Bv NkC 随 )( cTT 变化曲线 

 

1.4 本论文内容安排 

 

本论文在前人理论基础上对处于任意指数型外势中的玻色气体作进一步探

讨。 

第二章从能量球体和能量球壳两个不同的角度重新推导了外势中理想玻色

气体及相互作用玻色气体的能态密度，从统计物理的基本理论出发，详细计算了

外势中理想玻色气体的比热、总粒子数、转变温度、总能量等；分析了有限粒子
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数对产生BEC条件的影响。并采用数值方法绘制出比热随温度变化的曲线。此外

针对外势中的相互作用玻色气体讨论相互作用对处于任意指数型外势中的玻色

系统的总粒子数、转变温度的影响。 

第三章根据Hartree-Fock近似理论，计算外势中相互作用玻色气体在低温

下的化学势，得到了化学势与温度相互关系的清晰表示式。结果表明，本文得到

的化学势与温度关系修正了现有的解析结果，特别是在转变温度附近，这种修正

效果特别明显。 

第四章对全文做一个简要总结，并提出对今后进一步研究的方向的思考。 
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