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ABSTRACT

A random graph is a graph in which properties such as the number of vertices, edges, and
connections between vertices are randomly determined. The theory of random graphs
founded by Erdés and Rényi during the period of 1959-1961 ([91, 92, 93, 94]) has been
an active area of research that combines probability theory and graph theory, and that is
widely applied in various disciplines, such as computer science, chemistry, social science

and biology, among others.

Now the theory of random graphs has been developed into one of the main research
streams of modern discrete mathematics which has produced a prodigious number of
results, many of which highly ingenious, describe statistical properties of graphs, such
as the evaluation of the random graph, asymptotic distribution, subgraph properties,
extremal properties and Ramsey properties. Nowadays, probabilistic methods and ideas

play a more and more important role in graphs theory.

In this thesis we will focus on the study of asymptotic behaviors of random graphs on
n vertices where n tends to infinity. As customary, we say that almost every (a.e.) graph
has a certain property if the probability of the set of graphs with that property tends to

1 asn — +oo.

This thesis is divided into three parts. The first part is the introduction chap-
ter(Chapter 1); the second part consists of 3 chapters (Chapter 2, 3 and 4), and investigate

the degree sequence of random multigraphs and random hypergraphs and the third part
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is on the rainbow Hamilton cycles and H-factors in edge-colored hypergraphs (Chapter
5, 6).

Let n be a natural number, r a fixed natural number and n; = n;(n) (1 < i < r)
nonnegative integer-valued functions on n with ny + ny + ... + n, = n. The random
r-uniform r-partite hypergraph model H(ny,n,...,n,; n,p), as a generalization of the
classic random bipartite graph model, consists of all the r-uniform r-partite hypergraphs
with vertex partition {Vi, V5, ..., V,.}, where |V;| = n; = n;(n) (1 < i <) and where each
r-subset of vertex set V = V;UV,U...UV, containing exactly one element in V; (1 <i <)
is chosen to be a hyperedge of Hﬁg € H(ny, ng, ...,n,; n,p) with probability p = p(n), all
choices being independent. In Chapter 2 we consider the limit distribution of the degree

sequence in V; of ng), € H(ni,ng,...,ny; m,p), as n — oo.

Let Ay, = Ay, (H) and &y, = dy, (H) be the maximum degree and the minimum degree
of vertices in V; in H, respectively; Xy, = Xav, (H), Yo, = Yo (H), Zav, = Zayv, (H)
and Z.qv, = Zeav,(H) be the number of vertices in V; with degree d, at least d, at
most d, and between ¢ and d in H, respectively. In Chapter 2 we obtain that in the
space H(ni, ng,...,ny; n,p), random variables Xgv,, Yo, Zav, ., and Z.qy, all have
asymptotically Poisson distributions as n — oo. We also consider the following two
questions. In what range of p can there be a function D(n) such that in the space
H(ni,ngy.oynp; n,p), lim, o P{Ay, = D(n)} = 17 In what range of p has almost every
HD e H(ny,na, ...,ny; n,p) a unique vertex in V; with degree AVl(Hﬁf))? We prove that
if p < 1/2 then the answer for the first question is Np/logn; — 0, and for the second is

Np/logn; — oo. We also give a good estimate for d;y;, — d;+1.1,, where
dyy, > day, > ... > dp, v,

are the degree sequence of Hﬁg in Vj in decreasing order.

In Chapter 3, we generalize the binomial random model G(n, p), and define the model
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of multigraphs as follows: let G(n; {px}) be the probability space of all the labeled loopless
multigraphs with vertex set V' = {v1, vy, ... , v, }, in which the numbers ¢,, ,, of the edges
between any two vertices v; and v; are identically independent random variables with
distribution

P{tviﬂ{j = k} = Pk, k= 0, 1, 2,...

where pp > 0 and ).~ pr = 1. Then we give a sufficient condition for which the degree
distribution of a random multigraph has asymptotically a Poisson distribution as n tends
to co. In order to improve the condition, we also consider the corresponding problem in the
special cases of G(n; {px}) with {px} having geometric distribution, binomial distribution

and Poisson distribution, respectively.

In Chapter 4, we generalize the classic random bipartite graph model and define the
model of random multigraphs as follows: let G(n, m;{px}) be the probability space of
all the labeled loopless bipartite multigraphs with vertex set A = {ay,as,... ,a,} and
B = {b1,bs,... ,by} in which the numbers 4, (1 <i <n, 1 < j < m) of the edges
between any two vertices a; € A and b; € B are identically independent random variables
with distribution

P{tambj = k} = Pk E=0,1, 2,..

where p;, > 0 and )",° , pr = 1. Results analogous to those in Chapter 2 are obtained for

this random bipartite multigraph model G(n, m; {px}).

On the other hand, the study on the edge-colored graphs and hypergraphs is another
hot topic in graph theory. As of today, the study on these problems has produced many

classic results and many new methods including the probabilistic method.

If H is a hypergraph with h vertices and G is hypergraph with hn vertices, we say that
G has an H-factor if it contains n vertex disjoint copies of H. We say a subhypergraph

of an edge-colored hypergraph is rainbow if all of its edges have distinct colors, and a
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rainbow H-factor is an H-factor whose components are rainbow H-subhypergraphs.

In Chapter 5, by the probabilistic method, we prove that if the hyperedges of a com-
plete 3-uniform complete hypergraph K are so colored that no color appears more than
[en] times, where ¢ < 1/1152 is a constant, and if n is even and is sufficiently large,
then the edge-colored complete 3-uniform complete hypergraph K contains a rainbow

Hamilton cycle.

In Chapter 6, by the probabilistic method, we prove that if A, r and s are positive
integers with s < r < h and if H is a fixed s-uniform hypergraph with h vertices and
with x(H) = r, then there exists a constant k& = k(h,r,s) such that any proper edge-
colored 7, (k) has a rainbow H-factor, where 75, (k) is the complete s-uniform r-partite

hypergraph with k vertices in each vertex class.

Keyword: degree sequence, random graphs, H-factor, edge-coloring, hypergraphs.
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RESUME

Un graphe aléatoire est un graphe dans lequel des propriétés comme le nombre de ses
sommets et de ses arétes , et certaines relations entre eux sont déterminés d’une fagons
aléatoires. La théorie des graphes aléatoires est un domaine actif de la recherche qui
combine la théorie des probabilités et la théorie des graphes. La théorie des graphes
aléatoires est fondée par Erdos et Rényi(1959, [45]) apres que Erdos ait découvert que les
méthodes probabilistes étaient souvent utiles dans les problemes de "tackling extremal”

dans la théorie des graphes.

que pour tout entier natuel ¢ > 3 et k > 3, il existe des graphes avec une maille g
et un nombre chromatique k. Ils n’ont pas construit de tels graphes, mais ils ont montré
que la plupart des graphes dans une certaine classe peuvent étre modifié pour donner
des exemples désirables. A travers la définition appropriée des espaces de probabilité, ils
ont également montré que pour beaucoup de propriétés monotones de graphes aléatoires,
les graphes d’une taille légerement inférieure un certain seuil ne risquent pas d’avoir une
propriété donnée, alors que des graphes avec un peu plus d’arétes sont presque garantis

d’avoir la propriété. (Ce phénomene est désigné comme une phase de transition).

Actuellement, la théorie des graphes aléatoires est considere comme 1'une des plus im-
portantes branches des mathématiques discrete modernes. D’intéressants résultats ont été
élaborés, décrivant des propriétés statistiques de graphes comme 1’évaluation d’un graphe

aléatoire, les distributions asymptotiques, les propriétés de sous-graphes, les propriétés
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extremums et les propriétés de Ramsey.

Bien que la théorie des graphes aléatoires est I'une des branches les plus récentes de la
théorie des graphes, néanmoins elle est la plus importante. D’excellents ouvrages traitent
cette théorie dans [102, 103]. En une dizaine d’années, elle a occupé une place dans
plusieurs nouveaux livres de la théorie des graphes (voir, par exemple [3, 42, 95, 96, 97,
98, 99, 100, 101]). Aujourd’hui, les idées probabilistes jouent un role trés important en

théorie des graphes.

Cette thése concerne la séquence des degrés d’un multigraphe aléatoire et d'un hyper-

graphe aléatoire et d’'un H-facteurs rainbow dans un hypergraphe arétes-colorées.

Le modele G(n,m;p) du graphe biparti aléatoire, et le modele G(n,p) du graphe

aléatoire, binomial sont les deux modeles basiques dans la théorie des graphes aléatoires.

Le modele G(n, m; p) du graphe biparti aléatoire , consiste en tous les graphes biparti
dans lesquels la premiere partie A consiste en n sommets labelisés, la seconde partie B
(disjointe de A) consiste en m sommets labelisés, et pour tout a € A et b € B 1" aréte

{a, b} est présentée par la probabilité p, indépendemment de la présence des autres arétes.

Le modele G(n, p) d'un graphe aléatoire, binomial consiste en tous les graphes labelisés
G ayant un ensemble de sommets [n] = {1, 2, ..., n} dans lequel les arétes sont choisies

indépendemiment avec une probabilité p.

Dans la théorie des graphes aléatoires, la distribution des degrés donne une distribution
de la probabilité des degrés dans un réseau. Son utilisation est originaire de 1’étude des
graphes aléatoires par Erdos et Rényi (1959, [91]), elle est devenue un concept important,
qui décrit la topologie de complexes réseaux. Divers aspects de la séquence des degrés
des graphes aléatoires dans un modele binomial G(n,p) sont étudiés par Ivchenko (1973,
[44]), Erdos and Wilson (1977, [48]), and Bollobas (1980-1982, [49, 50, 52]). Récemment,
d’autres résultats concernant la séquence des degrés pour d’autres modeles aléatoires

ont été publiés, comme ceux traitant les réseaux aléatoires étudiés par Jordan (2006,
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