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中文摘要

中文摘要

本文主要考虑两类无限维李代数的结构理论. 首先我们确定了复数域上的秩为

2 的广义无中心 Virasoro 代数 𝒱(𝛼) ( 𝛼 ∈ C×) 的导子代数. 具体地, 作为向量空间

𝒱(𝛼) =
⨁︀
𝑖,𝑗∈Z

C𝐿(𝑖, 𝑗), 其李关系为

[𝐿(𝑖, 𝑗), 𝐿(𝑘, 𝑙)] =
(︀
𝑘 − 𝑖+ (𝑙 − 𝑗)𝛼

)︀
𝐿(𝑖+ 𝑘, 𝑗 + 𝑙), (𝑖, 𝑗), (𝑘, 𝑙) ∈ Z2. (0.1)

我们在定理 2.1 中证明了它的导子代数 Der
(︀
𝒱(𝛼)

)︀
=
⨁︀
𝑥∈Z2

Der
(︀
𝒱(𝛼)

)︀
𝑥
, 其中, 对

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ Z2,

Der
(︀
𝒱(𝛼)

)︀
𝑥
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
C ad 𝐿(𝑥), 当 𝑥1 + 𝛼𝑥2 ̸= 0 时,

C𝐷1
𝑥

⨁︀
C𝐷2

𝑥, 当 𝑥1 + 𝛼𝑥2 = 0 时,

(0.2)

上式中 𝐷𝑖
𝑥 (𝑖 = 1, 2)的定义如下

𝐷𝑖
𝑥

(︀
𝐿(𝑚)

)︀
= 𝑚𝑖𝐿(𝑥+𝑚), 𝑚 = (𝑚1,𝑚2) ∈ Z2. (0.3)

其次我们完全刻画了一个包含Witt 代数作为其子代数的李代数 ℒ 的自同构群. 具体

地, 作为向量空间 ℒ =
⨁︀
𝑚∈Z

(︀
C𝐿𝑚

⨁︀
C𝐸𝑚

)︀
, 其李积为

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
[𝐿𝑚, 𝐿𝑛] = (𝑚− 𝑛)𝐿𝑚+𝑛,

[𝐸𝑚, 𝐸𝑛] =
𝑚−𝑛
2
𝐿𝑚+𝑛,

[𝐿𝑚, 𝐸𝑛] = (𝑚− 𝑛)𝐸𝑚+𝑛.

(0.4)

我们的主要结论是李代数 ℒ 的自同构群

Aut(ℒ) ∼= 𝐾4 n𝐺, (0.5)

其中𝐾4 是 Klein 四元群, 𝐺 =

{︃⎛⎜⎝ 𝑎 𝑖√
2
𝑏

− 𝑖√
2
𝑏 𝑎

⎞⎟⎠ ∈ 𝐺𝐿(2,C)
⃒⃒⃒⃒
𝑖 =

√
−1, 𝑎, 𝑏 ∈ C

}︃
.
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关键词：导子；自同构群；无限维李代数.
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Abstract

Abstract

In this paper we mainly consider the structures of two classes of infinite dimensional

Lie algebras. Firstly we determine the derivation algebra of the generalized centerless

Virasoro algebra 𝒱(𝛼) of rank 2 over the field of complex number. In detail, as a vector

space 𝒱(𝛼) =
⨁︀
𝑖,𝑗∈Z

C𝐿(𝑖, 𝑗), with bracket

[𝐿(𝑖, 𝑗), 𝐿(𝑘, 𝑙)] =
(︀
𝑘 − 𝑖+ (𝑙 − 𝑗)𝛼

)︀
𝐿(𝑖+ 𝑘, 𝑗 + 𝑙), for (𝑖, 𝑗), (𝑘, 𝑙) ∈ Z2. (0.6)

In theorem 2.1 we prove that the derivation algebra of 𝒱(𝛼) is Der
(︀
𝒱(𝛼)

)︀
=⨁︀

𝑥∈Z2

Der
(︀
𝒱(𝛼)

)︀
𝑥
, where for 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ Z2,

Der
(︀
𝒱(𝛼)

)︀
𝑥
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
C ad 𝐿(𝑥), if 𝑥1 + 𝛼𝑥2 ̸= 0,

C𝐷1
𝑥

⨁︀
C𝐷2

𝑥, if 𝑥1 + 𝛼𝑥2 = 0,

(0.7)

and 𝐷𝑖
𝑥 (𝑖 = 1, 2) is defined as

𝐷𝑖
𝑥

(︀
𝐿(𝑚)

)︀
= 𝑚𝑖𝐿(𝑥+𝑚), 𝑚 = (𝑚1,𝑚2) ∈ Z2. (0.8)

Secondly we characterize completely the automorphism group of ℒ which contains the

Witt algebra as its subalgebra. In detail, as a vector ℒ =
⨁︀
𝑚∈Z

(︀
C𝐿𝑚

⨁︀
C𝐸𝑚

)︀
, with

bracket ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
[𝐿𝑚, 𝐿𝑛] = (𝑚− 𝑛)𝐿𝑚+𝑛,

[𝐸𝑚, 𝐸𝑛] =
𝑚−𝑛
2
𝐿𝑚+𝑛,

[𝐿𝑚, 𝐸𝑛] = (𝑚− 𝑛)𝐸𝑚+𝑛.

(0.9)

Our main result is that the automorphism group of ℒ

Aut(ℒ) ∼= 𝐾4 n𝐺, (0.10)
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Abstract

where 𝐾4 is the Klein four group and 𝐺 =

{︃⎛⎜⎝ 𝑎 𝑖√
2
𝑏

− 𝑖√
2
𝑏 𝑎

⎞⎟⎠ ∈ 𝐺𝐿(2,C)
⃒⃒⃒⃒
𝑖 =

√
−1, 𝑎, 𝑏 ∈ C

}︃
.

Key words: derivation; automorphism group; infinite dimensional Lie algebra.
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第一章 引言

第第第一一一章章章 引引引言言言

李群和李代数的理论起始于 19 世纪末, 是近代数学中的一个重要分支. 李群概念

是由挪威数学家 S. Lie 在关于微分方程的积分求解问题以及对连续变换群的研究中

首先提出并逐步发展起来的.

李代数源于李群, 最初是作为研究李群的代数工具而引进的. 李群是可微分的群,

而微分的基本思想就是在无穷小层面上的线性化. S. Lie 认为, 作为一个具有抽象群、

拓扑空间和流形三方面结构的有机结合体, 李群的大量信息已然被包含在“群的无穷

小变换”的纯代数结构中, 而且这种代数作为线性对象在许多方面要比可微群更容易

研究. 1934 年, H. Weyl 正式将这一代数结构称为“李代数”, 并指出李代数具有独立

研讨的价值. 此后, 李代数的研究在近代数学中得到了蓬勃发展, 现已发展成为一个独

立的数学分支, 并且与近代数学的诸多领域发生着千丝万缕的联系.

19 世纪末, W. Killing 和 E. Cartan 对于可解李代数、单李代数以及半单李代数

的研究取得了丰硕成果.而后经过 E. Cartan的工作和 H. Weyl的完善, 特征为零的域

上的有限维半单李代数已被完全刻画：任意一个有限维半单李代数均可分解为单李

代数的直和. H. Weyl 进一步发展了 Killing-Cartan 理论, 并得到复半单李代数的有限

维表示的完全可约性以及有限维不可约表示的特征标公式. 1966 年, J. P. Serre 统一

实现了有限维复半单李代数.

1968 年, V. G. Kac 和 R. V. Moody 在前人工作的基础上, 各自独立地对有限维

单李代数进行无限维推广而引入 Kac-Moody 代数. 至此, 李代数的结构理论和表示理

论的研究进入到一个崭新阶段, 其研究成果也层出不穷. 由于被发现在组合数学、数

论、可积系统、算子理论、随机过程等数学分支以及物理学的量子场论中有着广泛

应用, Kac-Moody 代数成为众多数学家和物理学家关注和研究的焦点.

对于李代数的导子、自同构群的研究可以加深人们对李代数自身结构和它的表

示的认识. 通过对导子和中心扩张的研究, 我们由一些特定的代数的导子李代数、中

心扩张或全形（即代数与它的导子的半直积）出发可以构造许多有意义的李代数. 此

1
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第一章 引言

外, 通过对李代数的自同构映射和自同构群的研究同样也可以帮助人们构造出更多更

有趣的李代数及其表示. 比如, 扭的仿射李代数就是通过无扭仿射李代数在某种特殊

的自同构映射下的不动点李子代数来实现, 而且这种方法还被推广到顶点代数表示的

构造中去.

众所周知, 一元 Laurant 多项式环上的全体导子构成的李代数称为Witt 代数,

而Witt 代数的一维泛中心扩张后形成的新的李代数称为 Virasoro 代数. 包含Witt

代数或 Virasoro 代数作为其子代数的一些李代数 (如 [6] [7] [18] [19] [23] [25] [27] [37]

等), 或其它一些与 Virasoro 代数相关的李代数 (如 [9] [10] [22] [29] [39] 等), 它们的

结构理论与表示理论自然引起我们的关注. 文献 [23] 研究了一类广义Witt 型李代

数𝒲(𝑙1, 𝑙2, 𝑙3,Γ), 并确定了它的同构类和结构空间. 这类广义Witt 型李代数囊括了

诸多重要的与Witt 代数相关的一些李代数. 比如, 𝒲(𝑙, 0, 0, {0}) 是经典的多元多

项式环 F[𝑡1, · · · , 𝑡𝑙] 上的Witt 代数, 而𝒲(0, 0, 𝑙,Z𝑙) 是经典的多元 Laurant 多项式环

F[𝑥±1
1 , · · · , 𝑥±1

𝑙 ] 上的Witt 代数. 更一般地, 𝒲(0, 0, 𝑙,Γ) 是文献 [37] 中所研究的广

义Witt 代数, 而𝒲(𝑙1, 0, 𝑙3,Γ) 则是文献 [6] [7] 中所研究的广义Witt 代数. 特别地,

𝒲(0, 0, 1,Z) 是经典的Witt 代数, 𝒲(0, 0, 1,Γ) (当 Γ ∈ F 有限生成时)是文献 [19] 所

考虑的高秩Witt 代数或是文献 [25] 中所称为的广义无中心 Virasoro 代数. 在本文中,

我们首先对复数域上的秩为 2 的广义无中心 Virasoro 代数的导子进行研究, 在第三

章, 我们刻画了一个包含Witt 代数作为其子代数的李代数 ℒ 的自同构群.

在本文中, 记 C, C×, Z, Z+, F, 分别为复数域, 非零复数集, 整数集, 正整数集,

任意一个域.

2
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第二章 李代数 𝒱(𝛼) 的导子

第第第二二二章章章 李李李代代代数数数 𝒱(𝛼)的的的导导导子子子

在本章中, 我们所考虑的李代数是复数域上的秩为 2 的广义无中心 Virasoro 代数

𝒱(𝛼), 𝛼 ∈ C×. 具体地, 作为向量空间 𝒱(𝛼) =
⨁︀
𝑖,𝑗∈Z

C𝐿(𝑖, 𝑗), 其李关系为

[𝐿(𝑖, 𝑗), 𝐿(𝑘, 𝑙)] =
(︀
𝑘 − 𝑖+ (𝑙 − 𝑗)𝛼

)︀
𝐿(𝑖+ 𝑘, 𝑗 + 𝑙), (𝑖, 𝑗), (𝑘, 𝑙) ∈ Z2. (2.1)

对𝑚 = (𝑚1,𝑚2) ∈ Z2, 我们记 𝐿(𝑚) := 𝐿(𝑚1,𝑚2) 以及 𝒱(𝛼)𝑚 := C𝐿(𝑚). 显然, 李

代数 𝒱(𝛼) 有一个自然的 Z2 阶化 𝒱(𝛼) =
⨁︀

𝑚∈Z2

𝒱(𝛼)𝑚.

接下来我们将给出 𝒱(𝛼) 的导子的完全刻画, 为此我们先介绍一些预备知识.

定义 2.1： 设 𝐿 为任一李代数, 𝐷 : 𝐿→ 𝐿 是一个线性映射. 如果映射 𝐷 满足条件

𝐷
(︀
[𝑢,𝑤]

)︀
= [𝐷𝑢,𝑤] + [𝑢,𝐷𝑤], 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿, (2.2)

则称 𝐷 为 𝐿 的一个导子.

对 𝐿 的一个导子 𝐷, 如果存在 𝑣 ∈ 𝐿 使得

𝐷 = ad 𝑣 : 𝑢 ↦→ [𝑣, 𝑢], 𝑢 ∈ 𝐿, (2.3)

则我们称 𝐷 为 𝐿 的一个内导子.

设 𝐺 为任一交换群, 𝐿 =
⨁︀
𝑥∈𝐺

𝐿𝑥 是 𝐺 阶化的, 以及 𝐷 是 𝐿 的一个导子. 如果

对于任意的 𝑥 ∈ 𝐺, 存在 𝑚 ∈ 𝐺 使得 𝐷(𝐿𝑥) ⊂ 𝐿𝑚+𝑥, 则称 𝐷 为 𝑚 次齐次导子. 记

Der(𝐿) 为 𝐿 的导子代数, 以及记 Der(𝐿)𝑥 为 𝐿 的 𝑥 次齐次导子构成的向量空间.

定理 2.1： 对于秩为 2 的广义无中心 Virasoro 李代数 𝒱(𝛼), 我们有

Der
(︀
𝒱(𝛼)

)︀
=
⨁︁
𝑥∈Z2

Der
(︀
𝒱(𝛼)

)︀
𝑥
, (2.4)

其中, 对 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ Z2,

Der
(︀
𝒱(𝛼)

)︀
𝑥
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
C ad 𝐿(𝑥), 当 𝑥1 + 𝛼𝑥2 ̸= 0 时,

C𝐷1
𝑥

⨁︀
C𝐷2

𝑥, 当 𝑥1 + 𝛼𝑥2 = 0 时,

(2.5)
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第二章 李代数 𝒱(𝛼) 的导子

上式中 𝐷𝑖
𝑥 (𝑖 = 1, 2)的定义如下

𝐷𝑖
𝑥

(︀
𝐿(𝑚)

)︀
= 𝑚𝑖𝐿(𝑥+𝑚), 𝑚 = (𝑚1,𝑚2) ∈ Z2. (2.6)

证明： 由文献 [24] 中的命题 3.2 和命题 3.3, 我们有

Der
(︀
𝒱(𝛼)

)︀
=
⨁︁
𝑥∈Z2

Der
(︀
𝒱(𝛼)

)︀
𝑥
.

因此我们只需证明式子 (2.5).

固定 Z2 中的一个元素 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) 以及 Der
(︀
𝒱(𝛼)

)︀
𝑥
中的一个元素 𝐷𝑥. 显然, 存

在映射 𝜙𝑥 : Z2 → C 使得

𝐷𝑥

(︀
𝐿(𝑚)

)︀
= 𝜙𝑥(𝑚)𝐿(𝑥+𝑚), 𝑚 ∈ Z2. (2.7)

由导子的定义, 对于𝑚 = (𝑚1,𝑚2), 𝑛 = (𝑛1, 𝑛2) ∈ Z2, 我们有

𝐷𝑥

(︀
[𝐿(𝑚), 𝐿(𝑛)]

)︀
=
[︀
𝐷𝑥

(︀
𝐿(𝑚)

)︀
, 𝐿(𝑛)

]︀
+
[︀
𝐿(𝑚), 𝐷𝑥

(︀
𝐿(𝑛)

)︀]︀
,

具体地, (︀
𝑛1 −𝑚1 + 𝛼(𝑛2 −𝑚2)

)︀
𝜙𝑥(𝑚+ 𝑛)𝐿(𝑥+𝑚+ 𝑛)

=
(︀
𝑛1 −𝑚1 + 𝛼(𝑛2 −𝑚2)− (𝑥1 + 𝛼𝑥2)

)︀
𝜙𝑥(𝑚)𝐿(𝑥+𝑚+ 𝑛)

+
(︀
𝑛1 −𝑚1 + 𝛼(𝑛2 −𝑚2) + (𝑥1 + 𝛼𝑥2)

)︀
𝜙𝑥(𝑛)𝐿(𝑥+𝑚+ 𝑛).

(2.8)

下面我们分两种情形, 即 𝑥1 + 𝛼𝑥2 ̸= 0 和 𝑥1 + 𝛼𝑥2 = 0, 来确定映射 𝜙𝑥. 首先, 我

们考虑 𝑥1 + 𝛼𝑥2 ̸= 0 的情形. 在 (2.8) 式中取𝑚 = (0, 0), 𝑛 = (𝑛1, 𝑛2) ∈ Z2, 则(︀
𝑛1 + 𝛼𝑛2

)︀
𝜙𝑥

(︀
(𝑛1, 𝑛2)

)︀
=
(︀
𝑛1 − 𝑥1 + 𝛼(𝑛2 − 𝑥2)

)︀
𝜙𝑥

(︀
(0, 0)

)︀
+
(︀
𝑛1 + 𝑥1 + 𝛼(𝑛2 + 𝑥2)

)︀
𝜙𝑥

(︀
(𝑛1, 𝑛2)

)︀
.

(2.9)

由上面的式子, 我们有

𝜙𝑥

(︀
(𝑛1, 𝑛2)

)︀
=

(︂
1− 𝑛1 + 𝛼𝑛2

𝑥1 + 𝛼𝑥2

)︂
𝜙𝑥

(︀
(0, 0)

)︀
. (2.10)

这说明了 𝐷𝑥 完全由常数 𝜙𝑥

(︀
(0, 0)

)︀
决定, 从而 dim

(︁
Der
(︀
𝑉 (𝛼)

)︀
𝑥

)︁
≤ 1. 因此, 当

𝑥1 + 𝛼𝑥2 ̸= 0 时, 我们有 Der
(︀
𝑉 (𝛼)

)︀
𝑥
= C ad 𝐿(𝑥).
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第二章 李代数 𝒱(𝛼) 的导子

其次, 我们考虑 𝑥1 + 𝛼𝑥2 = 0 的情形. 此时 (2.8)式可写为

(︀
𝑛1 −𝑚1 + 𝛼(𝑛2 −𝑚2)

)︀(︀
𝜙𝑥(𝑚+ 𝑛)𝐿(𝑥+𝑚+ 𝑛)

)︀
=
(︀
𝑛1 −𝑚1 + 𝛼(𝑛2 −𝑚2)

)︀(︀
𝜙𝑥(𝑚)𝐿(𝑥+𝑚+ 𝑛) + 𝜙𝑥(𝑛)𝐿(𝑥+𝑚+ 𝑛)

)︀
.

(2.11)

在 (2.11)式中取𝑚 = (0, 0), 𝑛 = (𝑛, 0) ∈ Z2 ∖ {(0, 0)}, 可得 𝜙𝑥

(︀
(0, 0)

)︀
= 0. 同时,

对 (2.11)式取𝑚 = (𝑚, 0), 𝑛 = (1, 0) ∈ Z2, 我们得到

(𝑚− 1)

(︂
𝜙𝑥

(︀
(𝑚+ 1, 0)

)︀
− 𝜙𝑥

(︀
(1, 0)

)︀
− 𝜙𝑥

(︀
(𝑚, 0)

)︀)︂
= 0.

当𝑚 ̸= 1 时, 我们有

𝜙𝑥

(︀
(𝑚+ 1, 0)

)︀
= 𝜙𝑥

(︀
(1, 0)

)︀
+ 𝜙𝑥

(︀
(𝑚, 0)

)︀
. (2.12)

上式意味着

𝜙𝑥

(︀
(𝑚, 0)

)︀
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑚− 2)𝜙𝑥

(︀
(1, 0)

)︀
+ 𝜙𝑥

(︀
(2, 0)

)︀
, 当𝑚 ≥ 2 时,

𝑚𝜙𝑥

(︀
(1, 0)

)︀
, 当𝑚 ≤ 1 时.

(2.13)

接下来, 我们在 (2.11)式中选取𝑚 = (𝑚, 0), 𝑛 = (−𝑚, 0) ∈ Z2, 可得

𝜙𝑥

(︀
(𝑚, 0)

)︀
= −𝜙𝑥

(︀
(−𝑚, 0)

)︀
, 𝑚 ∈ Z. (2.14)

结合 (2.13)与 (2.14)这两式, 我们推出

𝜙𝑥

(︀
(𝑚, 0)

)︀
= 𝑚𝜙𝑥

(︀
(1, 0)

)︀
, 𝑚 ∈ Z. (2.15)

类似地, 在 (2.11)式中取𝑚 = (0, 1), 𝑛 = (0, 𝑛) ∈ Z2, 可得

(𝑛− 1)

(︂
𝜙𝑥

(︀
(0, 𝑛+ 1)

)︀
− 𝜙𝑥

(︀
(0, 1)

)︀
− 𝜙𝑥

(︀
(0, 𝑛)

)︀)︂
= 0.

当 𝑛 ̸= 1 时, 我们有

𝜙𝑥

(︀
(0, 𝑛+ 1)

)︀
= 𝜙𝑥

(︀
(0, 1)

)︀
+ 𝜙𝑥

(︀
(0, 𝑛)

)︀
. (2.16)
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