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摘要：基于４－ＳＰＳ／Ｓ三自由度冗余驱动并联机构的位置逆解模型，运用微分法推导出了该并联机
构的雅可比矩阵，结合Ｇｏｓｓｅｌｉｎ奇异性分析法和数值分析法，分析了该并联机构的奇异性。随后分析
了影响４－ＳＰＳ／Ｓ三自由度冗余驱动并联机构工作空间的主要因素，并对其各支链的行程限制、各球铰
副的转角限制和各支链间的尺寸干涉限制等影响因素进行了解析化分析。最后，基于４－ＳＰＳ／Ｓ三自由
度冗余驱动并联机构的位置正解模型，设计了该并联机构回转工作空间的求解算法。该算法避免了数
值方法及几何方法的复杂性和不确定性，实现了回转工作空间的直观性表达。
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０　引言
并联机构自从由 Ｇｏｕｇｈ和Ｓｔｅｗａｒｔ提出以

来，就以具有高刚度、高精度和高承载能力等优点
而成为人们研究的热点，并被广泛应用于飞行模
拟器、工业机器人、微动机器人、并联机床等领
域［１－４］。其中并联机构的奇异性和工作空间在机

构设计和运动规划中占有非常重要的地位。当机
构处于某些特殊位形时，其雅可比矩阵成为奇异
阵，机构正常的自由度发生瞬时改变，这种现象称
为奇异性，此时机构的位形为奇异位形。奇异位

形是机构的固有性质，它对机构的工作性能有着
种种影响，特别是对于并联机构，更有重要意义。

当机构处于奇异位形时，机构的实际自由度数不
再与其理论自由度数相等，即存在两种情况：一是
机构丧失应有的自由度导致刚化；二是机构获得
额外的自由度而失去控制。并联机构的工作空间
是指并联机构末端执行器的工作区域，它是衡量
并联机构性能的一个重要指标。目前关于并联机
构奇异位形研究的主要方法有基于机构的输入输

出速度［５］、螺旋理论［６］和线丛线汇原理［７］建立机
构奇异位形判断条件的方法。对并联机构工作空
间的求解主要有几何法［８］和代数法［９］，但这两种
方法具有复杂性和不确定性的特点。

本文在文献［１０－１１］的基础上，对４－ＳＰＳ／Ｓ三
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自由度冗余驱动并联机构展开奇异性和工作空间

分析。首先，运用Ｇｏｓｓｅｌｉｎ奇异性分析法和数值
分析法，对４－ＳＰＳ／Ｓ三自由度冗余驱动并联机构
的奇异性进行分析。其次，基于４－Ｓ　ＰＳ／Ｓ三自由
度冗余驱动并联机构的位置正解模型设计了４－
ＳＰＳ／Ｓ三自由度冗余驱动并联机构回转工作空间
的求解算法。

１　机构结构与坐标系的建立

１．１　机构结构

４－ＳＰＳ／Ｓ并联机构由台基、动平台、４条ＳＰＳ
主动支链和１条被动约束支链组成，其结构如图

１所示。其中，被动约束支链上端通过球铰与动
平台连接，下端与台基固连在一起。４条ＳＰＳ主
动支链均通过球铰与动平台和台基相连。上支点

Ｂ１、Ｂ２、Ｂ３、Ｂ４呈长方形分布，上支点Ｂ５位于该长
方形的中心位置。下支点Ａ１、Ａ２、Ａ３、Ａ４也呈长方
形分布，定长杆与台基的焊接点Ａ５位于该长方形
的中心位置。下支点所组成的长方形边长比上支
点所组成的长方形边长短。

图１　４?Ｓ　ＰＳ／Ｓ并联机构结构

１．２　 坐标系的建立
以上支点 Ｂ５ 为坐标系原点，Ｘ 轴平行于

Ｂ１Ｂ２，Ｙ轴平行于Ｂ２Ｂ３，Ｚ轴与Ｘ 轴、Ｙ轴满足右
手定则关系，建立动坐标系ＯＸＹＺ。其中，由上支
点Ｂ１指向Ｂ２为Ｘ轴的正方向，由上支点Ｂ２指向
Ｂ３ 为Ｙ 轴的正方向，动平台的初始位置平行于台
基。静态参考坐标系Ｏ′Ｘ′Ｙ′Ｚ′的Ｘ′轴、Ｙ′轴和
Ｚ′轴分别与动坐标系Ｘ 轴、Ｙ轴和Ｚ轴的初始位
置完全重合，动坐标系随动平台一起运动。
分别建立跟随主动支链ＡｉＢｉ（ｉ＝１，２，３，４）

一起运动的支链坐标系ＯＡｉＸＡｉＹＡｉＺＡｉ 以及与主
动 支 链 的 上 下 球 铰 副 基 座 固 连 的 坐 标 系

ＯＡ′ｉξＡｉηＡｉζＡｉ 和ＯＢ′ｉξＢｉηＢｉζＢｉ。其中，支链坐标系以
Ａｉ为坐标原点ＯＡｉ，ＡｉＢｉ为ＺＡｉ轴，ＹＡｉ轴平行于矢

量Ａ５Ａｉ与ＡｉＢｉ的叉积，ＸＡｉ 轴与ＺＡｉ、ＹＡｉ 轴满足
右手定则关系；坐标系ＯＡ′ｉξＡｉηＡｉζＡｉ 的原点ＯＡ′ｉ 建
立在与Ａｉ连接的台基处，ξＡｉ 轴、ηＡｉ 轴和ζＡｉ 轴分
别与静态参考坐标系的Ｘ′轴、Ｙ′轴和Ｚ′轴平行；
坐标系ＯＢ′ｉξＢｉηＢｉζＢｉ 的原点ＯＢ′ｉ 建立在与Ｂｉ连接
的动平台处，ξＢｉ 轴、ηＢｉ 轴和ζＢｉ 轴分别与动坐标
系的Ｘ 轴、Ｙ 轴和Ｚ轴平行，随动平台一起运动。

２　 奇异性分析

２．１　 位置逆解模型
在运动过程中，动坐标系相对于静态参考坐

标系的姿态用三个姿态角描述，即横摇角α、纵摇
角β、偏航角γ。由文献［１１］可知，动坐标系到静态
参考坐标系的坐标变换矩阵为

Ｒ＝

ｃβｃγ －ｃαｓγ＋ｓαｓβｃγ ｓαｓγ＋ｃαｓβｃγ
ｃβｓγ ｃαｃγ＋ｓαｓβｓγ －ｓαｃγ＋ｃαｓβｓγ

－ｓβ ｓαｃβ ｃαｃ

熿

燀

燄

燅β

（１）

其中，ｃα、ｃβ、ｃγ和ｓα、ｓβ、ｓγ分别为ｃｏｓα、ｃｏｓβ、ｃｏｓγ
和ｓｉｎα、ｓｉｎβ、ｓｉｎγ的简写形式；Ｒ 为单位正交矩
阵，Ｒ－１ ＝ＲＴ。
根据并联机构结构可知，上支点Ｂｉ在动坐标

系下的坐标向量构成矩阵ＢＢ，表示为
ＢＢ＝ ［Ｂｂｊ，ｉ］３×４ ＝

－ｌ１／２　 ｌ１／２　 ｌ１／２ －ｌ１／２

－ｌ２／２ －ｌ２／２　ｌ２／２　 ｌ２／２
熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

（２）

下支点Ａｉ在静态参考坐标系下的坐标向量构成
矩阵ＡＡ，表示为

ＡＡ＝ ［Ａａｊ，ｉ］３×４ ＝

－ｌ３／２　 ｌ３／２　 ｌ３／２ －ｌ３／２

－ｌ４／２ －ｌ４／２　ｌ４／２　 ｌ４／２

－ｈ －ｈ －ｈ　 －

熿

燀

燄

燅ｈ
（３）

则上支点Ｂｉ在静态参考坐标系下的坐标向
量构成矩阵ＡＢ，表示为

ＡＢ＝ ［Ａｂｊ，ｉ］３×４ ＝ＲＢＢ （４）

那么４条ＳＰＳ主动支链的输出长度为

ｄｉ ＝ ∑
３

ｊ＝１

（Ａｂｊ，ｉ－Ａａｊ，ｉ）槡 ２ （５）

２．２　 雅可比矩阵
将式（５）对时间求导，经过整理可得

ｄ１ｄ
·

１ ＝ （Ａｂ１，１－Ａａ１，１）Ａｂ
·

１，１＋（Ａｂ２，１－

Ａａ２，１）Ａｂ
·

２，１＋（Ａｂ３，１－Ａａ３，１）Ａｂ
·

３，１ （６）

ｄ２ｄ
·

２ ＝ （Ａｂ１，２－Ａａ１，２）Ａｂ
·

１，２＋（Ａｂ２，２－

Ａａ２，２）Ａｂ
·

２，２＋（Ａｂ３，２－Ａａ３，２）Ａｂ
·

３，２ （７）

ｄ３ｄ
·

３ ＝ （Ａｂ１，３－Ａａ１，３）Ａｂ
·

１，３＋（Ａｂ２，３－

Ａａ２，３）Ａｂ
·

２，３＋（Ａｂ３，３－Ａａ３，３）Ａｂ
·

３，３ （８）
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ｄ４ｄ
·

４ ＝ （Ａｂ１，４－Ａａ１，４）Ａｂ
·

１，４＋（Ａｂ２，４－

Ａａ２，４）Ａｂ
·

２，４＋（Ａｂ３，４－Ａａ３，４）Ａｂ
·

３，４ （９）

将式（１）和式（２）代入式（４），并对时间求导
可得

Ａｂ
·

１，１ ＝ （－ｌ１／２）（－β
·

ｓβｃγ－γ
·
ｃβｓγ）＋

（－ｌ２／２）（α
·
ｓαｓγ－γ

·
ｃαｃγ＋α

·
ｃαｓβｃγ＋

β
·

ｓαｃβｃγ－γ
·
ｓαｓβｓγ） （１０）

Ａｂ
·

１，２ ＝ （ｌ１／２）（－β
·

ｓβｃγ－γ
·
ｃβｓγ）＋

（－ｌ２／２）（α
·
ｓαｓγ－γ

·
ｃαｃγ＋

α
·
ｃαｓβｃγ＋β

·

ｓαｃβｃγ－γ
·
ｓαｓβｓγ） （１１）

Ａｂ
·

１，３ ＝ （ｌ１／２）（－β
·

ｓβｃγ－γ
·
ｃβｓγ）＋

（ｌ２／２）（α
·
ｓαｓγ－γ

·
ｃαｃγ＋

α
·
ｃαｓβｃγ＋β

·

ｓαｃβｃγ－γ
·
ｓαｓβｓγ） （１２）

Ａｂ
·

１，４ ＝ （－ｌ１／２）（－β
·

ｓβｃγ－γ
·
ｃβｓγ）＋

（ｌ２／２）（α
·
ｓαｓγ－γ

·
ｃαｃγ＋

α
·
ｃαｓβｃγ＋β

·

ｓαｃβｃγ－γ
·
ｓαｓβｓγ） （１３）

Ａｂ
·

２，１ ＝ （－ｌ１／２）（－β
·

ｓβｓγ＋γ
·
ｃβｃγ）＋

（－ｌ２／２）（－α
·
ｓαｃγ－

γ
·
ｃαｓγ＋α

·
ｃαｓβｓγ＋

β
·

ｓαｃβｓγ＋γ
·
ｓαｓβｃγ） （１４）

Ａｂ
·

２，２ ＝ （ｌ１／２）（－β
·

ｓβｓγ＋γ
·
ｃβｃγ）＋

（－ｌ２／２）（－α
·
ｓαｃγ－γ

·
ｃαｓγ＋

α
·
ｃαｓβｓγ＋β

·

ｓαｃβｓγ＋γ
·
ｓαｓβｃγ） （１５）

Ａｂ
·

２，３ ＝ （ｌ１／２）（－β
·

ｓβｓγ＋γ
·
ｃβｃγ）＋

（ｌ２／２）（－α
·
ｓαｃγ－γ

·
ｃαｓγ＋α

·
ｃαｓβｓγ＋

β
·

ｓαｃβｓγ＋γ
·
ｓαｓβｃγ） （１６）

Ａｂ
·

２，４ ＝ （－ｌ１／２）（－β
·

ｓβｓγ＋γ
·
ｃβｃγ）＋（ｌ２／２）·

（－α
·
ｓαｃγ－γ

·
ｃαｓγ＋α

·
ｃαｓβｓγ＋

β
·

ｓαｃβｓγ＋γ
·
ｓαｓβｃγ） （１７）

Ａｂ
·

３，１ ＝ （－ｌ１／２）（－β
·

ｃβ）＋（－ｌ２／２）·

（α
·
ｃαｃβ－β

·

ｓαｓβ） （１８）

Ａｂ
·

３，２ ＝ （ｌ１／２）（－β
·

ｃβ）＋（－ｌ２／２）·

（α
·
ｃαｃβ－β

·

ｓαｓβ） （１９）

Ａｂ
·

３，３ ＝ （ｌ１／２）（－β
·

ｃβ）＋（ｌ２／２）·

（α
·
ｃαｃβ－β

·

ｓαｓβ） （２０）

Ａｂ
·

３，４ ＝ （－ｌ１／２）（－β
·

ｃβ）＋（ｌ２／２）·

（α
·
ｃαｃβ－β

·

ｓαｓβ） （２１）

将式（１）、式（２）、式（４）和式（１０）～ 式（２１）
分别代入式（６）～ 式（９），经过整理可得

Ａθ
·

＝ＢＸ
·

（２２）

θ
·
＝ α

·
β
·

γ［ ］·
Ｔ

Ｘ
·

＝ ｄ
·

１ ｄ
·

２ ｄ
·

３ ｄ
·

［ ］４
Ｔ

Ａ＝ ［ａｊ，ｉ］∈Ｒ４×３　Ｂ∈Ｒ４×４

且有

ａ１１ ＝Ａ１

－ｌ２ｓαｓγ－ｌ２ｃαｓβｃγ

ｌ２ｓαｃγ－ｌ２ｃαｓβｓγ

－ｌ２ｃαｃ

熿

燀

燄

燅β

ａ１２ ＝Ａ１

ｌ１ｓβｃγ－ｌ２ｓαｃβｃγ

ｌ１ｓβｓγ－ｌ２ｓαｃβｓγ

ｌ１ｃβ＋ｌ２ｓαｓ

熿

燀

燄

燅β

ａ１３ ＝Ａ１

ｌ１ｃβｓγ＋ｌ２ｃαｃγ＋ｌ２ｓαｓβｓγ

－ｌ１ｃβｃγ＋ｌ２ｃαｓγ－ｌ２ｓαｓβｃγ
熿

燀

燄

燅０

ａ２１ ＝Ａ２

－ｌ２ｓαｓγ－ｌ２ｃαｓβｃγ

ｌ２ｓαｃγ－ｌ２ｃαｓβｓγ

－ｌ２ｃαｃ

熿

燀

燄

燅β

ａ２２ ＝Ａ２

－ｌ１ｓβｃγ－ｌ２ｓαｃβｃγ

－ｌ１ｓβｓγ－ｌ２ｓαｃβｓγ

－ｌ１ｃβ＋ｌ２ｓαｓ

熿

燀

燄

燅β

ａ２３ ＝Ａ２

－ｌ１ｃβｓγ＋ｌ２ｃαｃγ＋ｌ２ｓαｓβｓγ

ｌ１ｃβｃγ＋ｌ２ｃαｓγ－ｌ２ｓαｓβｃγ
熿

燀

燄

燅０

ａ３１ ＝Ａ３

ｌ２ｓαｓγ＋ｌ２ｃαｓβｃγ

－ｌ２ｓαｃγ＋ｌ２ｃαｓβｓγ

ｌ２ｃαｃ

熿

燀

燄

燅β

ａ３２ ＝Ａ３

－ｌ１ｓβｃγ＋ｌ２ｓαｃβｃγ

－ｌ１ｓβｓγ＋ｌ２ｓαｃβｓγ

－ｌ１ｃβ－ｌ２ｓαｓ

熿

燀

燄

燅β

ａ３３ ＝Ａ３

－ｌ１ｃβｓγ－ｌ２ｃαｃγ－ｌ２ｓαｓβｓγ

ｌ１ｃβｃγ－ｌ２ｃαｓγ＋ｌ２ｓαｓβｃγ
熿

燀

燄

燅０

ａ４１ ＝Ａ４

ｌ２ｓαｓγ＋ｌ２ｃαｓβｃγ

－ｌ２ｓαｃγ＋ｌ２ｃαｓβｓγ

ｌ２ｃαｃ

熿

燀

燄

燅β

ａ４２ ＝Ａ４

ｌ１ｓβｃγ＋ｌ２ｓαｃβｃγ

ｌ１ｓβｓγ＋ｌ２ｓαｃβｓγ

ｌ１ｃβ－ｌ２ｓαｓ

熿

燀

燄

燅β

ａ４３ ＝Ａ４

ｌ１ｃβｓγ－ｌ２ｃαｃγ－ｌ２ｓαｓβｓγ

－ｌ１ｃβｃγ－ｌ２ｃαｓγ＋ｌ２ｓαｓβｃγ
熿

燀

燄

燅０

Ａ１ ＝

－ｌ１ｃβｃγ＋ｌ２ｃαｓγ－ｌ２ｓαｓβｃγ＋ｌ３
４

－ｌ１ｃβｓγ－ｌ２ｃαｃγ－ｌ２ｓαｓβｓγ＋ｌ４
４

ｌ１ｓβ－ｌ２ｓαｃβ＋２ｈ

熿

燀

燄

燅４

Ｔ
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Ａ２ ＝

ｌ１ｃβｃγ＋ｌ２ｃαｓγ－ｌ２ｓαｓβｃγ－ｌ３
４

ｌ１ｃβｓγ－ｌ２ｃαｃγ－ｌ２ｓαｓβｓγ＋ｌ４
４

－ｌ１ｓβ－ｌ２ｓαｃβ＋２ｈ

熿

燀

燄

燅４

Ｔ

Ａ３ ＝

ｌ１ｃβｃγ－ｌ２ｃαｓγ＋ｌ２ｓαｓβｃγ－ｌ３
４

ｌ１ｃβｓγ＋ｌ２ｃαｃγ＋ｌ２ｓαｓβｓγ－ｌ４
４

－ｌ１ｓβ＋ｌ２ｓαｃβ＋２ｈ

熿

燀

燄

燅４

Ｔ

Ａ４ ＝

－ｌ１ｃβｃγ－ｌ２ｃαｓγ＋ｌ２ｓαｓβｃγ＋ｌ３
４

－ｌ１ｃβｓγ＋ｌ２ｃαｃγ＋ｌ２ｓαｓβｓγ－ｌ４
４

ｌ１ｓβ＋ｌ２ｓαｃβ＋２ｈ

熿

燀

燄

燅４

Ｔ

Ｂ＝ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，ｄ３，ｄ４）

２．３　 奇异性分析
由Ｇｏｓｓｅｌｉｎ奇异性分析法［５］可知，并联机构

的奇异位形划分为如下三种类型。
（１）矩阵Ｂ奇异而Ａ 非奇异，即

ｄｅｔ　Ａ≠０且ｄｅｔ　Ｂ＝０

此时锁定并联机构的末端执行器，输入驱动关节
仍存在瞬时运动，表明机构至少失去一个瞬时自
由度。这种类型的奇异位形发生在并联机构的工
作空间边界或者位置逆解数目变化时的位形，称
为边界奇异。

（２）矩阵Ａ奇异而Ｂ非奇异，即
ｄｅｔ　Ａ＝０且ｄｅｔ　Ｂ≠０

此时固定并联机构的输入驱动关节，末端执行器
仍存在瞬时运动，表明机构至少获得一个瞬时自
由度，这时并联机构失去刚度，无法承受任何承
载。这种类型的奇异位形发生在并联机构的工作
空间内部，称为位形奇异。

（３）矩阵Ａ和Ｂ均奇异，即
ｄｅｔ　Ａ＝０且ｄｅｔ　Ｂ＝０

此时机构的驱动关节和末端执行器都存在着瞬时

互不影响的非零输入和输出，对应的位姿就是第
三类奇异。这类奇异跟前两种不同的是它不仅仅
依赖于位姿，还与结构参数有关系。处于该类奇异
时，机构将失去自由度。这种类型的奇异位形称为
构形奇异，在机构设计阶段应予以避免。
由于ｄｉ≠０，所以ｄｅｔ　Ｂ＝ｄ１ｄ２ｄ３ｄ４≠０。则４

?ＳＰＳ／Ｓ三自由度冗余驱动并联机构不存在边界
奇异和构形奇异，只需讨论该并联机构的位形奇
异。但是，Ａ矩阵为非方阵，无法根据计算ｄｅｔ　Ａ判
断Ａ矩阵是否奇异。根据矩阵理论，Ａ矩阵奇异可

等价于ｒａｎｋＡ＜３，又因为ｒａｎｋ（ＡＴＡ）＝ｒａｎｋＡ，

所以Ａ矩阵是否奇异可以等价于ｄｅｔ（ＡＴＡ）是否
为零。

３　 工作空间分析

３．１　 工作空间影响因素分析
工作空间是并联机构的重要特性，影响并联

机构工作空间的因素很多。通过分析４－ＳＰＳ／Ｓ三
自由度冗余驱动并联机构的结构和运动要求可

知，该并联机构工作空间的影响因素主要有：各驱
动液压缸的行程限制、各支链的尺寸干涉限制、球
铰副转角的限制、奇异位形的限制。

３．１．１　 各驱动液压缸的行程限制解析化
连接动平台和基座的驱动液压缸的长度变化

范围是有限制的，用ｄｉｍｉｎ和ｄｉｍａｘ分别表示第ｉ个
驱动液压缸在并联机构工作中所能达到的极限长

度，则各驱动液压缸的行程限制条件可表示为

ｄｉｍｉｎ≤ｄｉ≤ｄｉｍａｘ。

３．１．２　 各支链的尺寸干涉限制解析化

４－ＳＰＳ／Ｓ三自由度冗余驱动并联机构的各主
动支链和被动约束支链形状均为圆柱体，所以各
支链的尺寸干涉限制就是圆柱体与圆柱体之间的

干涉限制，本文可根据文献［１２］介绍的圆柱体与
圆柱体干涉检查方法检查该并联机构各支链的尺

寸干涉限制。

３．１．３　 球铰副转角的限制解析化

４－ＳＰＳ／Ｓ三自由度冗余驱动并联机构的球铰
副转角的限制主要有主动支链与动平台连接的球

铰副转角限制、主动支链与台基连接的球铰副转
角限制和被动约束支链与动平台连接的球铰副转

角限制。

由于坐标系ＯＢ′ｉξＢｉηＢｉζＢｉ随着动平台一起运
动，而且ξＢｉ轴、ηＢｉ轴和ζＢｉ轴分别与动坐标系的Ｘ
轴、Ｙ 轴和Ｚ 轴平行，所以主动支链与动平台连
接的球铰副转角即为支链坐标系ＺＡｉ轴与动坐标
系Ｚ轴的夹角。
设ｓ^ｉ为支链坐标系的ＺＡｉ轴在静态参考坐标

系下的单位向量，^ｚ为Ｚ 轴在静态参考坐标系下
的单位向量，则有

ｓ^ｉ＝（
Ａｂ１，ｉ－Ａａ１，ｉ
ｄｉ

，
Ａｂ２，ｉ－Ａａ２，ｉ
ｄｉ

，
Ａｂ３，ｉ－Ａａ３，ｉ
ｄｉ

）

ｚ^＝ＡＲＢ·（０，０，１）

那么，主动支链与动平台连接的球铰副转角
满足下式：

ｃｏｓφＢｉ＝^ｓｉ·^ｚ （２３）

因此，由式（２３）求反余弦函数即可求出主动
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支链与动平台连接的球铰副转角φＢｉ。
由于ξＡｉ轴、ηＡｉ轴和ζＡｉ轴分别与静态参考坐

标系的Ｘ′轴、Ｙ′轴和Ｚ′轴平行，所以主动支链与
台基连接的球铰副转角即为支链坐标系ＺＡｉ轴与
静态参考坐标系Ｚ′轴的夹角。
设ｚ^′为Ｚ′轴在静态参考坐标系下的单位向

量，则ｚ^′＝（０，０，１）。那么，主动支链与台基连接
的球铰副转角满足下式：

ｃｏｓφＡｉ＝^ｓｉ·^ｚ′ （２４）

因此，由式（２４）求反余弦函数即可求出主动
支链与台基连接的球铰副转角φＡｉ。
由于被动约束支链与台基固结在一起，所以

被动约束支链与动平台连接的球铰副转角即为动

坐标系Ｚ轴与静态参考坐标系Ｚ′轴的夹角。
那么，被动约束支链与动平台连接的球铰副

转角满足下式：
ｃｏｓφＢ５ ＝^ｚ·^ｚ′ （２５）

因此，由式（２５）求反余弦函数即可求出被动
约束支链与动平台连接的球铰副转角φＢ５。

３．１．４　奇异位形的限制解析化
按照２．３节的分析方法，判断机构所在位形

是否为奇异位形，如果是奇异位形则不能将其记
录至该并联机构的工作空间内。

３．２　工作空间求解算法设计
基于４－ＳＰＳ／Ｓ三自由度冗余驱动并联机构

的位置正解模型［１１］设计其回转工作空间，求解算
法如下：

（１）设定姿态角为（α，β，γ）；
（２）根据位置逆解模型计算四个主动支链的

长度ｄｉ；
（３）检查步骤（２）计算的主动支链长度是否满

足ｄｉｍｉｎ≤ｄｉ≤ｄｉｍａｘ，如果不满足，则转到步骤（９）；
（４）根据位置正解模型计算步骤（２）所对应的

姿态角α、β和γ；
（５）检查在步骤（４）计算的姿态角α、β和γ情

况下各支链是否发生干涉，如果发生干涉，则不将
步骤（４）计算的姿态角α、β和γ记录至回转工作
空间内，转到步骤（９）；

（６）检查在步骤（４）计算的姿态角α、β和γ情
况下，各球铰副转角是否超出限制范围，如果超出
限制范围，则不将步骤（４）计算的姿态角α、β和γ
记录至回转工作空间内，转到步骤（９）；

（７）检查在步骤（４）计算的姿态角α、β和γ情
况下，机构是否属于奇异位形，如果是奇异位形，
则不将步骤（４）计算的姿态角α、β和γ记录至回
转工作空间内，转到步骤（９）；

（８）将步骤（４）计算的姿态角α、β和γ记录至
回转工作空间内；

（９）姿态角（α，β，γ）增加一个微小量后，转到
步骤（２）。

４　应用算例分析

机构尺寸参数：ｌ１＝２．４ｍ，ｌ２＝３．６ｍ，ｌ３＝
１．８ｍ，ｌ４＝２．０ｍ，ｈ＝４．７ｍ；各主动支链的液压缸
内径和外径分别为９０ｍｍ和１０８ｍｍ；被动约束支
链采用圆柱体结构设计，直径为３００ｍｍ；活塞杆
外径为６３ｍｍ；驱动液压缸长度最小值ｄｉｍｉｎ＝
３．７４ｍ，长度最大值ｄｉｍａｘ＝５．７４ｍ；球铰副的最大
转角φｍａｘ＝４５°。对该并联机构的综合运动设计
要求为：横摇角范围α∈［－２５°，２５°］，纵摇角范围

β∈［－１０°，１０°］，偏航角范围γ∈［－７．５°，７．５°］，
在预设工作空间内计算ｄｅｔ（ＡＴＡ），其结果分别如
图２～图４所示。取姿态角：α∈［－３０°，３０°］，

β∈［－２０，２０°］，γ∈［－１０°，１０°］，按３．２节所设计
的回转工作空间求解算法，运用 ＭＡＴＬＡＢ仿真计
算得 到 －３０．１１５４°≤α ≤ ３０．１１５４°，－２０°≤

β≤２０°，－２１．９０８９°≤γ≤１０°，其结果如图５所示，
能满足本文设计的工作空间范围要求。

图２　α、β与ｄｅｔ（ＡＴ　Ａ）的关系图

图３　α、γ与ｄｅｔ（ＡＴ　Ａ）的关系图

图４　β、γ和ｄｅｔ（ＡＴ　Ａ）的关系图
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图５　 回转工作空间计算结果

５　 结语

运用微分法求出了４－ＳＰＳ／Ｓ三自由度冗余
驱动并联机构的雅可比矩阵。通过分析可知，４－
ＳＰＳ／Ｓ三自由度冗余驱动并联机构不存在边界奇
异和构形奇异。为了讨论４－ＳＰＳ／Ｓ三自由度冗
余驱动并联机构是否存在位形奇异，运用数值分
析法，在设计要求的工作空间内计算ｄｅｔ（ＡＴＡ）的
值，验证了在所设计的机械结构尺寸下，４－Ｓ　ＰＳ／Ｓ
三自由度冗余驱动并联机构不存在位形奇异。分
析了影响４－ＳＰＳ／Ｓ三自由度冗余驱动并联机构
工作空间的主要因素，基于位置正解模型，设计了

４－ＳＰＳ／Ｓ三自由度冗余驱动并联机构回转工作空
间的求解算法。根据回转工作空间的求解算法，
运用 ＭＡＴＬＡＢ编程计算获得了该并联机构的回
转工作空间范围。通过结果分析可知，该并联机
构能满足本文设计的工作空间范围要求，而且本
文所设计的回转工作空间求解算法避免了数值方

法及几何方法的复杂性和不确定性，实现了回转
工作空间的直观性表达。
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