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研宄 了
一

类混沌系统的 同步问题 、基于稳定性理论和极点配置技术 ，
设计了两个混沌系统之间 的 同步方

案
，

实现两个混沌系统之间 的同步 通过 函数矩阵 ， 实现驱动系统和响应系统的状态变量按给定的函数矩阵

同步 同时证明了该方法同样适用于两个混沌系统之间的滞后同步 通过对 混沌系统和 超混

沌系统的数值模拟 进一步验证了所提方案的有效性

关键词 ： 函数矩阵
，

混沌同步 滞后同步

，

了全维混合投影 同步 （

引 言 包含 了完全同步 、 反相

同步 、投影同步 实际上
，

全维混合投影同步为改

自 和 】 在 年首次提出具有 进函数投影同步 丨 的
一

个特例 等叫 则将

不同 初始条件 的两个同类混沌系统的 同步控制方 改进函 数投影 同步 中驱动系统和响应系统 同步的

法以来 ，
混沌同步控制就引 起了学术界和工业界的 尺度 因子扩展成复数形式 ，

实现复数域混沌系统

广泛兴趣 混沛系统是
一

类特殊的非线性系统
，
匕

（
和实数域混沛系统 （

具有初值敏感性 、参数波动性 、状态轨迹具有吸 引 之间 的同 步 而基于任意伸缩矩

子和系统维数通常较低等特点 近年来
，

由于混 阵的混沌 同步 是由 和 丨 在 年

沌系统的特性 以及混沌 同步在信息处理与保密通 提出 的 ，
他们将投影 同步的常数尺度因子扩展成矩

信领域的重要应用价值
，
混沌同步

一直是非线性科 阵形式
，

实现每个驱动系统的状态变量同步于响应

学的研宄热点 系统状态变量的线性组合 ， 本文在上述研究的基础

目 前
，
对于混沌同步 问题的研宂

，

国 内 外的学 上
，
基于函数矩阵和极点配置技术

，
设计两个混沌

者已取得
一

定的研宄成果
，

提出 了多种混沌同步类 系统之间的 同步及其滞后同步
，
实现驱动系统状态

型 ，义 主要有 ： 完全同步 ⑴
、投影同步 】

、 自适应同 变量 同步于响应系统状态变量的任意组合

步 ，、耦合同步 】

、滞后同步 岡
、相同步叫 等 特 本文第 二部分给出基于函 数矩阵的混沌 同步

别地
，

年
，

和 提 出的投影 同 理论
，
并证明对于任意给定的在

，
内连续可

步
，
即某些部分耦合线性混沌系统

，
其驱动系统和 导且有界的 阶可逆函数矩阵

，
只要满足一定条件

响应系统能被同步到
一

个给定 的常数尺度因子 但 即可实现混沌渐近同步 ，
同时给出基于 函数矩阵的

他们只给 出 了
一

个预测尺度因子的指导方法
，

并未 混沌系统滞后同步证明
；
第三部分分别通过

给 出确定的理论方法 和 通过在响应 超混沌系统及 混沌系统
，
阐述上述算法的

系统中 引入控制器
，
将投影同步的特性扩展到非线 有效性

，
并通过改变函数矩阵实现基于常数矩阵的

性系统中 和 基于 理论
，

提 出 混沌系统同步和全维混合投影同步 ； 第 四部分进行
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总结 时

⑷
基于 函数矩阵的 同步系统设计

驱动 响应混沌系统的函数矩阵同步
（ ’ ’ ’ ’

（

则意味着每个驱动系统的状态变量 ⑷ 同步于响

应系统的状态变量任意组合

’ ⑴
±叫⑷響

这里洲 为系统的状态 向量
，

可写成 式的矩阵形式
’
误差动力系

为 时 不 变 实 值矩 阵
，

统可表示为

： 是非线性向量函数 ，
为系统输出 ， 昨） ⑷ ⑷ ⑷去

为反馈增 益矩 阵 系 统⑴ 包含 了

几类著 名 的连续 时 间 混纯系统 与超混 纯 系统
，

例如 混沛系统 】

、 超混池系统 、

混纯 电 路 】

、 混 沛 系 统 ！ 和
⑷ ⑷ ）

混纯电路 等
—

假设
—

叫⑷
⑷ ）

—

■ ■

咖⑷
冗 ⑷

—

⑷

为 阶可逆函数矩阵
，
并在 内连续可导并

—

有界 若矩阵 是满秩的
，

则 只

定义 若矩阵 …

，

七 是满秩 要选取适 当 的反馈增 益矩 阵 就可使邮 ）

的
，

且矩阵 的特征值都在左半平面 则
（

全局渐近稳定 当误差动力系统

非线性动态系统 的特征值都具有负实部时
，
驱动系统 和响应系

却
统⑶ 的状态变量按给定的 函数矩阵同步 而通

； ；

增益矩阵 参数的选择可通过极点配置技术 通

过随意选定矩阵 的特征值为负实部来

确定反馈增益矩阵

驱动 响应混沌系统 的 函数矩阵滞后
与驱动系统⑴ 达到 函数矩阵同步 ， 其中 全⑷为系

洲

统的状态变量
， ⑷ 为系统输出

‘

定义驱动系统 与响应系统 的 同步误差 给出驱动系统 滞后同步的响应系统为

向量为 —

⑷ ⑷ ⑷

证明 对于驱动系统 与响应系统 如果
細 ，

存在
一

个函数矩阵 ⑷满足假设 ，
使得当 — 其中

，
为驱动系统 的时滞
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定义驱动系统⑴ 与响应系统 ⑶ 的 同步误差

向量为 — —

—

—

同理
，
对于驱动系统 与 响应系统 如果存在 从上式可以看 出

，
可以通过随意选定 一 的

一

个函数矩阵 ⑷ 满足假设 ， 使得当 — 时
，

特征值为负实部来确定反馈增益矩阵 说明定

义 同样适用于两个混纯系统之间的滞后同步

⑷ 丨

丨

―
特别地 ，

当 ⑴ ⑷

且 叫⑷ 时
，
驱 动 系 统⑴ 与 响应

；

系 统⑶正 相 完 全 同 步 当如⑴

则 意味着每个驱动 系统 的状态变量 同 … 且 油 ，

时
，

步于响应系统的状态变量任意组合
： ⑷七⑷ 驱动系 统 与 响应系 统 反相 完全 同步 当

，

滞后时间为

“

⑴ ⑷ ， ⑷ ，

…

’ ⑷ ） 时 ，
驱动系

式可写成 式 的矩阵形式
，
则误差动力

统 ⑴

系统可表示为

数值模拟
— 一

超混
、

；屯系统的同步模拟

考虑 超混纯系统

⑷ ⑷ 如⑷ ⑷ ’

如⑷

丁

当初始值为
，

时
，

系统 是超混纯的 将系统 改

⑷ ）
写为 式的形式 ，

可得

⑷
—

—

工 ⑷
‘

上 ⑷
—

将 式与 式进行比较可得

一

当矩阵 ，
丄

， ，

是满秩时
，
误差动力系统 的特征值可以依据定义 取得任何值 这里取其
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特征值分别为 通过极点配置技术可得到反馈增益矩阵

—

则可得输出方程为

⑷

一⑷ ⑷
丄

—

■ —

⑷

⑷

由 和 式可得到系统 的响应系统及其输出方程为

「 ，
■

⑴ ⑷ ⑷

全 ⑷ ⑷ ⑴ ⑷ ⑷ ⑷ ： ⑷

龙 ⑷ 《 ⑷ ⑷ ⑷
—

⑴ ⑷ ⑷

宏 ⑷ ⑷ ⑷ 《 ⑷ ⑷ ⑷
■ 一

⑷ ⑷

⑷ ⑷ ⑷

⑷ 士 ⑷ ⑷ ⑷ ⑷

⑷ ⑷
乂

⑷ ⑷

⑷ ⑷ 叫⑷

■ ⑷ ⑷ ⑴ ⑷
—

如⑷ 如⑷ 《 ⑷ ⑷ ⑷ ⑷

： ⑷ 。 ⑷ ⑴

⑷ 《 ⑷ ⑷

幻⑷
，

— —

⑷ 奶 ⑷ ⑷ ⑴
，

—

⑷ ⑷ ⑷ ⑴ 全 ⑷

⑷ ⑴

⑷

其 取为假设 中的 函数矩阵 ■

： ⑷ ⑷ ： ⑷

⑷ ⑷

由定义 可得
，

驱动系统 和响应系统 的状态变量按给定的函数矩阵 《⑷ 同步
，
为 了验证方法

的有效性
， ⑷ 取为如下矩阵 ：

亡
）

、 、

⑷
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由 式和 式可得 可以得到
丨 丨

奶⑷ 知⑷ — 响应系统状态变量

（ 抝⑷
士 ⑷ 为驱动系统状态变量吻⑷ 的 驱动 响应系

、

统的动态行为模拟结果如 图 所示 图 左列即为
°

典型 的超混沌 吸引子
，

右列为其响应系统

由
（

式 可 知
，
驱 动 系 统 状 态 变 量 ⑷ 从右列图可 以看出

，

响应系统的超混沌吸引 子完全

同 步 于 响 应 系 统 状 态 变 量 的 组合
（

异于驱动系统的超混沌吸引 子
，
实际上是 由于驱动

同理 系统状态变量同步于响应系统状态变量的组合 系

—

工

纖 ：；

工

春
一 —

誦 ！

一

—

图 驱动系统 （
左

）
与响应系统

（
右

）
的混沌 吸引 子在各平面 的投影 驱动系统 ：

（
平面 平面

平面 ； 平面 响应系统 ： 平面 全 全 ⑷ 平面 企 』 平面 全 念 平面 全 全



物 理 学 报

统 和 的 同 步 模拟 结 果 如 图 所示 由 与如⑷ ，
如⑷ 和 ⑷ 之间 的 同步关系 图 为 同

图 可见
，
吻⑴ 与 如⑴ 获得 了 同 步 ，

它们 的振幅 步 误差向量 随时间 的变化 由 图 可知
，
随着时

之 间成比例关系
，
而 ⑴ ，

化⑴ 和 ⑷ 由于 同步 间 — 基于 函数矩阵的同步误差 向量渐近稳定

于响应系统状态变量 的组合
，

因此从 图上看不出其 —

一

‘

輸 。

！ 麵
⑷

丨 丨
丨

丨

丨

—

一

…
：人

一 壬

咖
‘

崎％穩声
—

图 状态变量 同步过程 的响应 曲线
；

的响应 曲 线
；

的响应 曲

线
；

的响应 曲线

°

一

°

‘

⑷

图 同步误差 曲线
（

的响应 曲线
；

的响应 曲线
；

的响应曲 线
；

的响应 曲线
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若函数矩阵 ：⑷ 取为常数矩阵
， ，

￡
，
则 驱 动 系 统 与 响应 系 统

之间为 全维混合投影 同 步
，

实现 了驱 动系统

与响应系统对应状态变量之间的投影同步 其同步
’

模拟结果与同步误差 曲线分别如图 和 所示 从

！
图 可 以看 出 叼⑷ 与如⑷ 获得了反相 同步 ，

则每个驱动系 统 的状态变量 同步 于 响应系 统

态变量的线 性组合
，

与 文献 中 所得 到的 结论

致 ， 驱动 响应系统 的 同 步模拟结 果 如 图 所
由 以上分析可以看出 ，

取不同 的 函数矩阵可以

示 由 图 可 知
，
工洲 与础 ，

工 ⑷ 与純 分
翻不 同的混沛同步

，
这与第二部分的理论分析结

别 获 得 了 完 全 同 步 驱 动 系 统 状 态变量 果
一

致 基于 函数矩阵的混沌系统同步 中
，
驱动系

⑷ 同步于 响应系统 （
状态 变量 的 线性组合 统与响应系统的 同步因子扩展成函数矩阵

，
其新特

图 为同步误差 曲线
，
由 性可 以独立地确定不 同的 函数矩阵

，
从而可使混沌

图 可知
，
基于常数矩阵的 同步误差向量渐近稳定 系统每个对应的状态变量按照任意组合达到 同步

，

使 同步方式更加灵活
，

同时不可预料的 函数矩阵可

同 理
，

若取 函 数矩阵 ⑷ 为 对 角 矩 阵 以增加保密通信的安全性

“

“

‘

一
：

一

；

一

— ■

—

■

图 函数矩阵为常数矩阵时 的状 态变量 同步过程 ⑷ 的响应 曲 线
；

（
的响应曲线

；

’

的响应 曲线
；

的响应曲 线

混沌系统的滞后同步模拟
± ⑷ ⑷ ⑷

一

考虑经典 的 系统 ：

当初始值为 时
，

一

系统是混沌 的 将系统 改写为⑴ 式的

土 ⑷ 工 ⑷
一

⑷ 形式 ， 可得
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—

「

工 ⑷ 工 ⑷
、

—

工 亡
）

丨 ⑷
⑷

」

‘

如 —

一

￡

图 函数矩阵为 常数矩阵时 的同步误差 曲线
（

的响应 曲线
；

的响应 曲线
；

的响应 曲

线
；

的响应 曲线

—

丨

■

一

——

； ！

—

—

〒
……“

一

图 函数矩阵为对 角矩阵 时的状态变 量同步过程 （
的响应 曲线

； （
的响应曲线

；

的响应 曲线 ；

（ ，
的响应 曲线
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—

⑷

■

￡

久 ：
拉

图 函数矩阵为对角矩阵时 的同步误差 曲线
（

的响应曲线
；

的响应曲线
；

的响应曲

线
；

的响应曲线

将 式与 式进行 比较可得 则可得输出方程为

「 … 』

’

‘

「

「

这里取误差动力 系统 的特征值分别为 ：
，

， ，
通过极点配置技术可得到反馈增益矩

‘

阵为 ⑷

°

，

由 式和⑷ 式可得到系统 叫 的响应系统

°

’

及其输出方程为

⑷ ⑷ ° ⑷ ⑷

法 ⑷ ⑷ ⑷ ⑷

企 ⑷ 《 ⑷ ： ⑷ 《 ⑷ — ⑷ ： ⑷
■ 匕 、 匕

■

■

、 「 「
■

⑷ 幻⑷ ⑷ ⑷

⑷ ⑷ ⑷ ⑷

⑷ 知⑷ ⑷ ⑷ ⑷

“、 」
“ ⑷ “ ⑷ ⑷

、 、

⑷ ⑷
」
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如⑷ 吻 ⑷ 如⑴ ⑷

⑷
、 ， 、 。

吻⑷ ⑷ ⑷ 幻⑷ ， （

念 ⑷ 全 ⑷
」 」

⑷ ⑷ 士 ⑴

其中
，

由 （ 式和 式可得

⑴ ⑴ 《 ⑴ 一 一

（
士 ⑷ 士 ⑷

⑷ 《 ⑷ ； ⑷
—

由
（ 式 可 知

，

驱 动 系 统 的 状 态变 量
取为假设 中的 函数矩阵

同 步于 响 应 系 统例状态 变 量 的 组

在基于函数矩阵的混纯系统滞后同步 中 ’
响应

合 ⑶邮她⑴ 秘 同 理 可 得
系统 的状态变量按给定的 函数 矩阵 《⑴ 滞后

— ‘‘ ，
响应系统 的状态变 量

同步于驱动系统 的状态变量
，

即响

， 为驱动 系统 变量 — 系统

，
阵

：
随驱

：，：
演

：
，

上： 為 禾 的 滞 后 同 步模拟▲果 如 图‘示 由

；

图 可 以看到
，
响应系统状态变量滞后于驱动系统

状态变量 图 为滞后 同步误差 向量随时 间 的变

化 由图 可知
，

随着时间的增加
，
基于函数矩阵的

滞后同步误差 向量渐近趋于零
，

说明驱动系统与响

应系统达到滞后完全渐近 同步

—

沄

。
一

图 滞后同步过程
（

响应 曲线
；

幻⑴ 的响应 曲线 ； （
的响应曲 线

—

￡ ￡
“

八
“ ”

⑷

图 滞后 同步误差曲线 （ 的响应曲线 ；
的响应曲线 ； ⑷ 的响应曲线

技术
，
实现两个混沌系统之间 的 函 数矩阵同 步 ，

并

将其应用于混沌系统的滞后同步中 通过上述理

本文研宄了基于函数矩阵的混沌同步问题 本 论
，

可在安全保密通信 中 多
一

层时间 尺度上的保

文的优点是利用线性系统 稳定性理论和极 点配置 障 数值模拟结果表明 ： 基于函数矩阵的混沌系统
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同步与滞后同步的误差向量都渐近趋于 说明驱

动系统与响应系统之间实现渐近函数矩阵同步 ，
进
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法可适用于含有更多状态变量的混沌系统之间 的 其保密通信应用
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