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滴 要 : 证明了递减反向失效率 (D R H )R 性质关于卷积运算封闭
,

同时证明了该性质在累积发生率是

凹的非齐次泊松冲击模型中也封闭
.
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对非负绝对连续的随机变量 X
,

记其分布函数
、

可靠性函数
、

密度函数分别为 F (幻
,

户 (x)
,

f( x)
.

定

义 X 的反向失效率为尹(x) = f (x) /F ( x)
,

它与 X 的

失效率概念相平行
,

在分析左截尾数据时起重要

的作用
.

同时
,

在估计一个随机变量 的可靠性函数

方面
,

反向失效率也有诸多应用 !卜 4 ]
.

特别的
,

如

果 X 的反向失效率袱x) 是关于
x
递减的

,

则称 X 具

有递减反向失效率 (D R H )R 性质 s[, “ }
.

接着注意到

(ih F ( x) )
, = 以x)

,

所 以
,

D R H R 性质的另一等价定

义是其分布函数 F (x) 是对数凹的 v[]
,

或者说是 P F Z

的 l1[
.

也就是说
,

对所有的 0三 x l < x Z ,
0三 , , < 万2 ,

凹的非齐次泊松冲击模型 中也封闭
.

1 卷积运算的封闭性

先回忆一个称之为基本复合公式的引理
,

此

引理在证明 D R H R性质关于卷积运算封闭时起核

心作用
.

引理 1 1` 2 ] 令 。 (
x , :

)二
.

蹂
。

(
x , 。 )

”
(。

, z

) d口 (。 )

绝对收敛
,

则

工 l , 之 l
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对任意常数乃 > 0和 。 三 x l < x Z ,

F (
x l + 乙 )
F (

x l
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F (
x : + 乙 )
F (

x Z )
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D R H R性质引起了很多学者的关注
.

N A N D A

等 sl[ 调查 了 D R H R性质在 k
一 o ut

一 o -f 。 系统中的封闭

性 ; s E N G u P AT 等 l0] 研究了 D
RH

R性质在齐次泊松

冲击模型 中的封闭性
.

随后
,

LI 等 11 0] 探讨了由独

立 的都具有 D R H R 性质的元件组成的 k
一

ou 七
一 。 -f 。 系

统 的剩余寿命性质 ; N A N D A 等闭建立了 D R H R性质

与其他年龄性质 之间的关系
.

最近
,

z H A N cl l ` ]宣

称 D R H R性质在卷积运算下封闭
,

但很遗憾
,

其证

明是错误的
.

本文重新给出 D RH R 性质关于卷积运算封闭

性 的证明
,

并证明 了 D R H R, 性质在 累积 发生率是

v
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定理 1 若 X
l ,

X
Z ,

…
,

瓜是 n 个互相独立 的

具有 D R H R性质的随机变量
,

则 这些随机变量 的

和仍具有 D R H R 性质
.

证明 显 然
,

仅需证明 n 二 2时定理成立 即可
.

设 x
`
的分布函数和密度函数分别是只 (x) 和 九(x)

,

乞 = 1 ,
2

,

则 X = X l + X :
的分布函数为 F (x) =

fooj FI (
x 一 s

)d凡 (
s

)
.

根据引理 1
,

对 。 三 。 1 < ` 2 ,

0 兰 u l < 。 2 ,

有
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上面 (3) 式中最后 一个等号来 自分部积分公
.

对积分号内的第一个行列式变形如下

f1 (t : 一 5 1

) lF (艺
1 一 5 2

)

f1 ( t : 一 5 1

) lF (t : 一 5 2

)

= f l (t l 一 5 1

) lF (t : 一 5 2 ) 一 f1 (t : 一 5 1 ) lF (亡
1 一 5 2

)

= lF (t : 一 5 2

) lF ( t : 一 5 2

)
f1 (亡

1 一 5 1 ) 1F (t l 一 5 1

)

lF (亡
1 一 s ,

) lF (亡
1 一 5 2 )

t: 一 5 1

) lF ( t: 一 5 1

)
t: 一 s ,

) lF ( t: 一 5 2
)

(4 )

由 D R H R 性质定义和 ( 2 )式分别有

f1 (t l 一 5 1

)

lF (艺
1 一 5 1

)

lF (t l 一 5 1

)

lF ( t l 一 5 2

)

f1 (艺
2 一 5 1

)

lF (t Z 一 5 1

)

lF (t: 一 s ,

)

lF (t: 一 5 2

)

八 (艺
,

七誉于开

故 ( 4 )式是非负的
.

同理可得 (3 )式 中的第二个行列式也是非负

的
.

综合可得 ( 3 )式是非负的
,

这样
,

由 ( l) 式知
,

X

具有 D R H R 性质
.

2 非齐次泊松冲击模型 中的封 闭性

假设一装 置遭受的冲击服从强 度为入(t)
>

0的非齐次泊松过程
,

装置经受前 k 次冲击后仍能

生存的概率为几
,

这里 1 = 0P 全几 全 …
,

于是
,

该装置的可靠性函数可写作

。 (亡) 一全。

嘿一
`! ,

, 艺: 0
,

(5 )

k = 0

其中 A (t) 一
蜡从

。 ) d 。 是 累积发生率
.

若 * (t) 等于

一正常数 入
,

则

。 (`) 一子几嘿
e一 “ , ` : 0

.

(6 )

一
探!

无= 0

注 意到在点 k具有概率 p、 的离散型 随机变量

被称作具有离散的 D R H R 性质是指
,

对任意非负

整数 k
,

蜡 全凡
一 l

·

凡十 1
成立

,

这里 凡 = 1 一 几 二

k一 1

E 巧
,

k = o
, 1 ,

2
,

·

…
j = 0

引理 2来 自 s E N G u P吸 [9 ]
,

它建立 了 D R H R 性质

在齐次泊松冲击模型中的封闭性
.

引理 2 若 p 、 具有离散 D R H R性质
,

则 (6 )式中

H (t) 也具有 D
RH

R性质
.

下 面 的引理 3表明 D R H R 性质在增凸变换下

是封闭的
.

引理 3 若 X 具有 D R H R 性质
,

功(x) 是增凸变

换
,

则诚X )也具有 D R H R 性质
.

证 明 令试x) 二 功
一 1

( x)
,

记诚X )的分布函数

是 G (x)
,

则

(G x) = 川拭X ) 三 x} = 尸 { X 丛沪 (
x

) } = F (沪(
x

) )
·

注意到叔x) 是增 凸 的
,

试x) 是增凹 的
,

且 由

假设知
,

in F 也是增凹 的
,

所以 in G 是增凹的
,

即

功(X )具有 D R H R 性质
.

注 S E N G u P TA 0[] 中的定理 2证 明 了引理 3的

两个特例成立
,

即沪(x) = a x
(

a > 0) 和功( x) = x 。

(
a > 1 )

.

下面证明 D R H R性质在非齐次泊松冲击模型

中的封闭性
.

定 理 2 若 p * 具有离散 D R H R 性质
,

且川 t) 是

凹的
,

则 (5 )式中丹 (t) 也具有 D R H R 性质
.

证 明 因为截 t) 永远递增
,

所以当 (A 约是 凹的
,

A一 1
就是增凸的 ; 另一方面

,

由引理 2
,

若几 具有离

散 D R H R性质
,

(6 )式对应的随机变量就具有 D R H R

性质
.

注意到 ( 5 )式可看作是 ( 6 )式中当 入 = 1时对

应的随机变量再经 A一 `
变换后 的可靠性 函数

,

所

以由引理 3立 即可得到 ( 5 )式对应 的随机变量也具

有 D R H R 性质
.
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