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独立指数情形下 n中取 k系统的极限行为
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摘 要: 讨论了当各元件相互独立并具有互不相同的指数分布时 n中取 k系统的极限行为 ;利用有

关开关更新过程的极限理论获得了该系统的极限平均故障时间间隔、极限平均停工时间长度和极

限平均工作时间长度的确切计算公式 .
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0　引言

n中取 k系统
[ 1]
在石油输送、卫星通信和电话增音系统中有广泛的应用 .近年来的研究主

要集中在系统可靠度计算、最优排序和系统最优设计等方面 .平均停工时间和平均工作时间是

经常用以刻画系统性能的指标 ,对提供相关的维修策略具有指导意义 .本文讨论各元件相互独

立并具有指数分布时 n中取 k系统的极限行为 ,获得了其 M TBF、极限平均停工时间和极限平

均工作时间的计算公式 .

定义 1　n个元件所构成的系统 ,如果当且仅当 k ( 1≤ k≤ n )个或 k个以上的元件同时失

效时系统失效 ,则称该系统是 n中取 k的 .

显然 ,当 k = 1时 ,n中取 k系统即串联系统 .当 k = n时 ,n中取 k系统即并联系统 .

设 n个元件相互独立、分别具有指数寿命分布E (λ- 1
i ) ( i = 1,… ,n ) ,考虑由它们所构成的

n中取 k系统 ,其失效修理机制如下: 系统中每一元件失效后立即投入完全修理 ,且各自的修理

时间相互独立、具有指数分布E (_
- 1
i ) ( i = 1,… ,n ) .关心 M TBF( mean tim e betw een failures)

平均失效间隔 ,极限意义下的平均停工时间和平均工作时间 .将每次停工视为一次更新 ,则系

统的工作过程为一延迟更新过程 (假定初始时刻 n个元件均处于工作状态 ) ,下面是将用到的

一些记号 .

N ( t ): ( 0, t ]中系统的更新次数 ; m ( t ): ( 0, t ]中系统的平均更新次数 ;_: 系统的平均更新

间隔 (上次故障结束至下次失效开始 ) ; D: 系统在一个更新间隔中的工作时间 ; P ( t ,h ): t时刻

系统正常工作而在 t+ h时刻失效的概率 ; QD ( t ): t时刻系统处于停工状态的概率 ; P1 ( t ,h ): t

时刻系统中有 k个元件正常工作 ,其中恰有一个在 t+ h失效 ,n - k个在 [t , t+ h )处于维修状

态的概率 ; P2 ( t ,h ): t时刻系统中有 k个元件正常工作 ,在时刻 t+ h有 2个以上失效 ,n - k个

在 [t , t+ h )处于维修状态的概率 ; P3 ( t ,h ): t时刻系统中有 k个元件正常工作、其中至时刻 t+

h有 m≤ k个以上失效 ,n - k个在 [t , t+ h)仍处于维修状态的元件有少于 m个完成维修的概
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率 ; P4 ( t ,h ): t时刻系统中有 k个以上元件正常工作、间隔 [t , t+ h )中由工作状态转为失效状

态的元件数目大于由维修状态转为工作状态的元件数目的概率 ; P5 ( t ,h ): 间隔 [t , t + h )中发

生 2次或 2次以上停工的概率 .

1　主要结论

尽管假定诸元件相互独立 ,但是在相邻两次结束修理时刻之间停工时间和修理时间的精

确分布仍难以确定 .在维修策略中 ,极限性质实质上是更令人感兴趣的 .为此 ,将每相邻两次结

束修理时刻之间的时间视为一个更新间隔 ,这样 ,每一个元件的工作、修理过程则成为一开关

更新过程 .当然 ,系统自身可以看作由 n个相互独立的开关更新过程复合而成的一个开关更新

过程 .

引理 2　对较小的 h > 0

lim
t→∞

P1 ( t ,h ) = ∑
(i

1
,… , i

k
)
∏

k

r= 1

λir

λir + _ ir
∏

n

r= k+ 1

_ ir

λir + _ ir
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k

r= 1

h
λir

+ o(h ) . ( 1)

证明　由开关更新过程的开关定理
[2 ]
知 ,对 1≤ i≤ n

lim
t→∞

P ( t时刻元件 i处于工作状态 ) =
λi

λi + _ i
, ( 2)

lim
t→∞

P ( t时刻元件 i处于修理状态 ) =
_ i

λi + _ i
. ( 3)

这样 ,对于较小的 h > 0
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引理 3　对较小的 h > 0, lim
t→∞

Pi ( t ,h ) = o (h ) , i = 1, 2, 3, 4. ( 4)

证明　类似于引理 2,仅对 i = 2的情形给予证明 .事实上 ,

　　 lim
t→∞

P2 ( t ,h )
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= o(h ) .

引理 4　对较小的 h > 0.
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lim
t→∞

P5 ( t ,h ) = o (h ) . ( 5)

证明　利用引理 2的结论即可证明 .

定理 5　当 t→ ∞时 ,n中取 k系统的平均更新间隔为

_ = ∏
n

j= 1

_ j

λj + _ j
∑
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1
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k
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λil

_ il

- 1

. ( 6)

证明　结合 ( 1) , ( 4)和 ( 5)即有

lim
t→∞
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利用 Blackwell[3 ]定理有 _ - 1 = lim
t→∞

P ( t ,h ) ,这样 ,由 ( 7)便有

　　　　　　　　_ - 1 = lim
h→∞

lim
t→∞

P ( t ,h )

= ∑
( i

1
,… , i

k
)
∏

k

r= 1

λir

λir + _ ir
∏

n

r= k+ 1

_ ir

λir + _ ir
∑

k

r= 1

λ- 1
ir

= ∏
n

j= 1

_ j

λj + _ j
∑

(i
1
,… , i

k
)
∑

k

r= 1

1
λir

∏
k

l= 1

λil

_ il

- 1

.

定理 6　当 n→ ∞时 ,n中取 k系统的平均停工时间为

ED =
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证明　考虑到各元件之间的独立性 ,则有
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t→∞

QD ( t ) = ∑
k- 1

r= 0
∑

(i
1
,… , i

k
)
∏

r

j= 1

λij

λij + _ ij
∏

n

k= r+ 1

_ ik

_ ik + λik

= ∏
n

i= 1

_ i

λi + _ i
∑
k- 1

r= 0
∑

( i
1
,… , i

k
)
∏

r

j= 1

λi j

_ ij
.

又由开关更新过程的极限定理
[ 2]
知 , lim

t→∞
QD ( t ) =

ED
ED+ EU

=
ED
_

,结合 ( 6)立即得到 ( 8) .

完全类似地可以得到系统在一次更新间隔中的平均工作时间

　　　　　　　　　 lim
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特别地 ,

1)当 k = 1时系统是串联的 .

(a )其平均更新间隔为　　 ∏
n

j= 1

_ j

λj + _ j
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n
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1
_ r
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.
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( b)其平均停工时间为　　 ∑
n
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.

(c)其平均工作时间为　　 1 - ∏
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2)当 k = n时系统是并联的 .

(a )其平均更新间隔为　　 ∏
n
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.
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