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N BU- [t0 ,∞ )寿命分布及其冲击模型

李效虎 , 苏志勇
(兰州大学 数学系 , 甘肃 兰州　 730000)

摘 要: 讨论了一个延迟 Poisson冲击模型以产生 NBU-[t0 ,∞ )寿命分布 ,这个结果是对 Poisson

冲击产生 NBU分布的推广 ;研究了 NBU-[t0 ,∞ )寿命分布与已有寿命分布类 NBU和 NBU-t0的关

系 ,利用灾难变换证明了它在协同结构下的封闭性 ,同时证明 NBU-[t0 ,∞ )与 NBU寿命分布的卷

积仍然具有 NBU-[t0 ,∞ )性质 .
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0　引言

N BU寿命分布在可靠性理论及应用中被广泛地研究 [ 1, 2] . Ho llander等 [3 ]引入一类非参数

寿命分布以研究在一个单点上的 N BU性 ,其后 , Reneau等 [ 4]对此又作了扩展以便于讨论一般

点集上的 NBU性质 .它们的定义分别为:

定义 1　如果对 x , y≥ 0寿命分布 F满足

F (y + x )≤ F ( y )F ( x ) , ( 1)

则称 F是 NBU( New Bet ter than Used) .

定义 2　如果对 x≥ 0与给定的 t0≥ 0寿命分布 F满足

F ( t0 + x )≤ F ( t0 )F ( x ) , ( 2)

则称 F是 NBU-t0 ( New Bet ter than Used at Age t0 ) .

定义 3　如果对任意 x≥ 0和 t∈ A ,寿命分布 F满足

F ( x + t )≤ F ( t ) F (x ) , ( 3)

其中 A [0,∞ ) ,则 F称作 N BU-A ( New Bet ter than Used a t Ages in the Set A ) . NBU-A寿

命分布类为模拟元件的老化和劣化现象提供了更为丰富的内容 ,它能更合理地刻画元件、系统

的寿命的衰减过程 .

本文先考虑一种可以产生 N BU-[t0 ,∞ )分布的冲击模型 ,这一结果推广了 [1 ]中 Poisson

冲击模型产生 NBU分布的结论 ,其次讨论了 NBU-[t0 ,∞ )和 N BU, N BU-t 0的关系 ,最后研究

了它在可靠性运算下的封闭性 .

1　 Poisson冲击模型产生 NBU-[t0 ,∞ )分布

一装置受到一强度为λ的 Poisson过程产生的冲击的影响 ,冲击源的影响在系统具有确定
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的年龄 t 0≥ 0之后开始 ;假定在 t0以后系统的寿命分布 H只与冲击有关 ,在 t0以前的寿命分布

H0仅决定于装置的内在性质 .以 Pk记系统能够承受前 k次冲击的概率 (只是 k的函数 ) .根据

[5]和 [1] ,系统在 Poisson冲击下的生存函数

H (x ) =

H0 ( x ) ,　　　　　　　　　　　　　　 0≤ x≤ t0 ,

H0 ( t 0 )∑
∞

k= 0
Pk e

-λ( x- t
0
) [λ( x - t 0 ) ]k

k!
,　　 x > t 0.

( 4)

令 t0 = 0,则在冲击源的影响从 0时刻起开始的情形下系统的生存函数

H
* (x ) = ∑

∞

k= 0
Pke-λx (λx )k /k! . ( 5)

假设系统的自然寿命 (无冲击源影响 )随机地大于在初始时刻冲击源即产生影响情形下的寿

命 ,即

H0 (x )≥ H
*

(x ) ,　　 x≥ 0. ( 6)

关于系统寿命生存函数 ,有

定理 4　如果 ( 5)成立且对所有非负整数 k , j , Pk满足: Pk Pj ≥ Pk+ j ,则系统寿命 H是

N BU-[t0 ,∞ )的 .

证明　由 ( 4) , ( 5)和 ( 6) ,对 0≤ x < t 0及 y≥ t0 ,有

H (x ) H ( y ) = H0 (x ) H0 ( t 0 )∑
∞

k= 0

Pk e-λ( y- t
0
) [λ( y - t0 ) ]k /k!　　　　　　　

≥ H0 ( t0 ) H* (x )∑
∞

k= 0

Pk e-λ(y - t
0
) [λ( y - t0 ) ]k /k!

= H0 ( t0 )∑
∞

k= 0
Pk e

-λ( y- t
0
) [λ( y - t0 ) ]k

k! ∑
∞

l= 0
Pl e

-λx (λx )
l

l!

= H0 ( t0 )∑
∞

j= 0
∑

j

k= 0

Pk P j- ke-λ(x+ y- t
0
) [λ( x + y - t0 ) ]

j- k
[λ(y - t0 ) ]

k

k! ( j - k )!

≥ H0 ( t0 )∑
∞

j= 0

P j

j! e
-λ(x+ y- t

0
)∑

j

k= 0

j

k
[λ(y - t 0 ) ]

k
(λx )

j- k

= H0 ( t0 )∑
∞

j= 0

P j e-λ( x+ y - t
0

) [λ(x + y - t 0 ) ]j / j!

= H (x + y - t0 )

≥ H (x + y ) .

而对 x≥ t0及 y≥ t0 ,也有

H ( x ) H (y ) = H
2
0 ( t0 )∑

∞

k= 0

Pk e-λ( x - t
0
) [λ(x - t0 ) ]k

k! ∑
∞

l= 0

Pl e-λ( y- t
0
) [λ(y - t0 ) ]l

l!

≥ H
2
0 ( t 0 )∑

∞

j= 0
P je

-λ(x+ y- 2t
0
)

[λ( x + y - 2t0 ) ]
j

/j!

≥ H0 ( t 0 ) H*
0 ( t0 )∑

∞

j= 0
P j e-λ( x+ y- 2t

0
) [λ(x + y - t0 ) ]j /j!

= H0 ( t 0 )∑
∞

j= 0

P je-λ(x+ y- 2t
0
) [λ( x + y - t0 ) ]j

j! ∑
∞

i= 0

P i e-λt
0

(λt0 )i

i!
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≥ H0 ( t 0 )∑
∞

k= 0

Pk e-λ( x+ y- t
0
) [λ(x + y - t0 ) ]

k

k!

= H (x + y - t 0 )

≥ H (x + y ) .

由此立知: ( 3)对 A = [t0 ,∞ )成立 ,即 H ( x )是 N BU-[t0 ,∞ )的 .

定理 4推广了 Poisson冲击产生 NBU寿命分布 ( Ba rlow & Proschan( 1981) )这一结果 .显

然 ,当 t 0 = 0时 , H则是 N BU的 .

2　 N BU-[t0 ,∞ )与其它分布类的关系

以下讨论 NBU-[t0 ,∞ )寿命分布同寿命分布类 NBU, N BU-t0间的关系 .

结论 5　如果 F是 NBU-[t1 ,∞ )的且 t1 > t 0 ,则 F也是 NBU-[t1 ,∞ )的 .

这个结果是显然的 .由此有: N BU NBU-[t0 ,∞ ) .

结论 6　如果 F是 NBU-[t0 ,∞ )的 ,则 F也是 NBU-t0的 ,反之不然 .

结论的前半部分是明显的 .下面的例子为后半部分提供支持 .

例　考虑寿命分布 F ,其频率函数为

P ( 1 /2) = 1 /3,　 P ( 3 /2) = 1 /3,　 P ( 2) = 1 /3.

对 t0 = 1 /4,容易验证 F满足 ( 2) ,从而 , F是 N BU-t0的 .但是 ,对 x = y = 2 /3,

F ( x + y ) = F( 4 /3) = 2 /3,　F (x ) F ( y ) = F
2 ( 2 /3) = 4 /9.

可见 ,F不是 N BU-[t 0 ,∞ )的 .

基于以上结果 ,有

NBU N BU-[t 0 ,∞ ) N BU-t0 .

3　在可靠性运算下的封闭性

为讨论在可靠性运算下的封闭性 ,先介绍引理 [1 ] .

引理 7　设 h是 n个独立元件所构成协同系统的生存函数 ,则对所有 0≤ pi ,p i′≤ 1, i =

1,… ,n,

h [ ( p1 ,… ,pn ) (p1′,… , pn′) ]≤ h [ ( p1 ,… , pn ) ]h [ ( p1′,… , pn′) ] ,

其中 (p1 ,… , pn ) (p1′,… ,pn′) = ( p1 p1′,… , pnpn′) .

定理 8　n个独立元件所构成协同系统中 ,若第 i个元件的分布函数 F i是 NBU-[ti ,∞ )的 ,

ti≥ 0, i = 1,… ,n ,则系统寿命是 NBU-[t0 ,∞ )的 ,其中 t 0 = max {t1 ,… , tn } .

证明　由结论 5,诸 Fi 均是 N BU-[t0 ,∞ )的 .记 R i (x ) = - logFi (x )为第 i个元件的累

积失效率 ,众所周知 ,不等式 F i (y + x )≤ Fi (x ) Fi ( y )同 Ri的超可加性等价 ,即

R i (y + x )≥ Ri (x ) + Ri ( y ) .

以 R ( x ) = - logF (x )记系统的累积失效率 ,则必存在函数Z使

R (x ) = Z( R1 (x ) ,… , Rn ( x ) ) .

注意到Z(d1 ,… ,dn ) = - logh ( e
-d

1 ,… , e
-d

n ) ,h ( F1 ,… ,Fn )表示系统的生存函数 ,容易看出Z关

于每一个di单调不减 ;于是 ,对所有 x≥ 0和 y≥ t0 ,

Z( R1 ( x + y ) ,… , Rn ( x + y ) )≥Z( R1 ( x ) + R1 ( y ) ,… , Rn ( x ) + Rn ( y ) ) . ( 7)
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而且 ,由引理 7可以得到Z的超可加性

Z( R1+ R1′,… ,Rn + Rn′) = - logh ( e
- ( R

1
+ R

1
′)

,… , e
- (R

n
+ R

n
′)

)

≥ - log {h ( e- R1 ,… , e- Rn )h ( e- R1′,… , e- Rn′) }

= Z( R1 ,… ,Rn )Z(R1′,… ,Rn′) .

因此

Z( R1 (x ) + R1 ( y ) ,… , Rn (x ) + Rn ( y ) )≥ Z( R1 (x ) ,… , Rn ( x ) )Z( R1 ( y ) ,… , Rn ( y ) ) . ( 8)

由 ( 7) , ( 9)可知 R (x + y )≥ R ( x ) + R ( y )对所有 x≥ 0和 y≥ t 0成立 ,于是系统也是

N BU-[t0 ,∞ )的 .

在以上定理中 ,令 ti = t0 ( i = 1,… ,n)即得到 NBU-[t0 ,∞ )关于协同系统的封闭性 ;若 t0

= 0,则可得 N BU的相应性质 .

N BU-[t0 ,∞ )似乎在卷积运算下不封闭 ,但获得了以下的结果 .

定理 9　寿命分布 F1是 N BU的 , F2是 NBU-[t 0 ,∞ )的 ,如果二者独立 ,则其卷积 F =

F1* F2是 NBU-[t 0 ,∞ )的 .

证明　由于 F ( t ) =∫
∞

0
F2 ( t - x ) dF ( x ) ,有

F ( x + y ) = 1 -∫
∞

0
F2 ( x + y - z ) dF1 (z )　　　　　　　　　　　

=∫
x

0
F2 ( x + y - z ) dF1 (z ) +∫

∞

x
F2 ( x + y - z ) dF1 (z )

=∫
x

0
F2 ( x + y - z ) dF1 (z ) +∫

∞

0
F2 ( y - z ) dzF1 (z + x ) . ( 9)

F2具有 N BU-[t0 ,∞ )性 ,由 ( 3) ,对所有 x≥ 0, y≥ t0

∫
x

0
F2 ( x + y - z ) dF1 (z )≤ F2 ( y )∫

x

0
F2 ( x - z )dF1 (z )　　　　　　　

= F2 ( y ) {F1 ( x ) -∫
x

0
F1 (z )dF2 (x - z ) }

= F2 ( y ) {F1 ( x ) -∫
x

0
F1 ( x - z ) dF2 (z ) }

= F2 ( y ) {F (x ) - F1 (x ) } . ( 10)

又 F2是 NBU的 ,由 ( 1)

∫
∞

0
F2 ( y - z )dz F1 ( x + z ) = - F2 (y )F1 (x ) -∫

∞

0
F1 ( x + z ) dz F2 ( y - z )　　　　　　

= F2 ( y )F1 (x ) -∫
∞

0
F1 ( x + z )dz F2 ( y - z )

≤ F2 ( y )F1 (x ) - F1 (x )∫
∞

0
F1 (z ) dF2 ( y - z )

= F2 ( y )F1 (x ) + F1 (x ) {F2 ( y ) +∫
∞

0
F2 (y - z ) dF1 (z ) }

= F2 ( y )F1 (x ) + F1 (x ) {F ( y ) - F2 (y ) }.

利用 ( 9) , ( 10)和 ( 11)即有 ,对 x≥ 0,y≥ t0 ,

F( x + y )≤ F2 ( y ) F (x ) + F1 (y )F ( y ) - F2 ( y )F1 (x )
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= F ( y ) F (x ) - {F (x ) - F1 (x ) } {F ( y ) - F2 (y ) }

≤ F ( y ) F (x ) .

N BU对分布的混合不封闭 ,则 NBU-[t0 ,∞ )对分布的混合也不封闭 .
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Shocks Model Leads to NBU- [t0 ,∞ ) Life Distributions

Li X iaohu , Su Zhiyong

( Depar tment of M a th ema tics, Lanzhou Unive rsity , Lanzhou, 730000, China)

Abstract: A kind of delayed Poisson shocks model is int roduced to produce NBU- [t0 ,∞ ) life

dist ributions; This g enerali zes the resul t is that Poisson shocks model leads to the w el l

know n N BU life distribution. Some relations betw een the NBU- [t0 ,∞ ) , o n the one hand

and the know n NBU, NBU-t0 class of li fe dist ributions on the other are discussed. Further-

mo re, the preserva tion properties under the coh erent system , and the convolution property

betw een NBU and NBU- [t0 ,∞ ) elem ents a re also discussed in g rea t detail.

Key words: life dist ributions; N BU- [t 0 ,∞ ) ; Poisson process; convo lution
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