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摘 要
:

建立 了 D R H R
,

N B u F R 和 N B U F R A 这 3 个年龄性质在加速寿命模 型中封闭的充分条件
.

通过

研究加速后的寿命和被加速寿命之间的随机比较
,

讨论了加速寿命模型中的加速因子对加速效果的影

响
.
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在可靠性理论 以及其他
一

些领域 中
,

人们常

常通过 随机 比较 的方 法来研究 两个 分布之 间的

关 系
,

由此 l(ll 得 出 的研 究结 果也极其 丰富多 彩
,

S H A K E D
等 !‘!和 B A R L o w 等冈论述 了这方面的绝大

部分结论
.

考虑两个分 布之间的距 离是研究两个

分布之间关系的另一个主要途径
, z o L O T A R E V 洲和

FIN K E Ls T EI N 四 就给 出 了不少很 有价值 的距 离定

义
.

与以 上两种研究途径完全不同
,

c o X 国 通过一

个被称作时间相依的尺度变换 w (二)作为桥梁
,

提

出如下的加速寿命模型 (A L M )来研究两个分布之

间的关系 :

G (
二

) = F (W (二))
,

(1 )

其 中 F (劝是 元 件 在 正 常 工 作 环 境 下的 寿 命 分

布
,

其对 应 的 随机 变 量 可 以 记为 x ; 加 速 因 子

w (刘(w (()) = 。)是一个单调递增 函数
,

且 当 x 、

二 时
, 环 (习 、 二

.

这样
,

通过 (l) 式得到的 G (x) 就

可 视作元 件在 更恶 劣环 境 下 的寿命 分布
,

此时

的寿命记 为 y
.

通 常还可 以 进一步假 设 w (劝在

【0
,

二) 上连续 叮微
,

本文第 1节给 出了一 些 寿命 分 布类 和
1

些

随 机 序 的定 义
,

这 些 定 义 在 本 文 的 主要 结 论

中 都 将 用 到
.

第 2节 讨 论 D R H R
, N B u F R 以 及

N B U FR A 类寿命分布在加速 寿命模 型 中封闭时
,

w (x) 或 粉(x) 该满足 的条件
.

基 于 L州 ;r)
,

第 3 节建

立 G (
x

)
一

与厂(劝的一些随机 比较
.

本 文所讨 论 的 随机 变鱿 都 是非 负的
,

并 目
_

以。为 共 同 的 左 支撑 点
.

术 语
“

递增 (递 减)
”

表 示
“

单调非减 (单调非增)
”

的含义
.

1 基本定义

设 X 和 y 是两个表示系统或元件寿命的非负

随机变量
,

其分布 函数分别 是 F ,

G
,

生存 函数分

别 是了 = 1 一 F ,

百 二 1 一 G
.

当 x 和 Y 绝 对连续

时
,

记其 密度 函数分别是 f 和 g ,

于是尤 和 y 的失

效率
r
以x) 和 r

武x)
、

反向失效率 介川x) 和 尹G (x)
、

平

均剩余寿命函数拼尸(x) 和 户武劝分别是

rF (x) =

、 (
·

) 一

关
‘ Z,少

(
·

,d 之Z , 0 < ?·
(
·

) <
:

厅 (司 二

f(x)

F (x)

f(x)
F (x)

犯‘
刃

, 一

歌
沁(。一

贵
了厂几

对于加速寿命模型
,

研究它的加速 因子 W (劝

或其导数 二(动对加速寿命 的影 响是很 有意义的
.

FI NK EL ST EI N 10] 揭示 : IF R (IF R A
, N B u )类 寿命分

布在加速寿命模 型中封闭的充分 条件是 w (习是

凸的 (星型的
,

超可加的)变换
.

另外
,

本文还证明

了 y 依通 常意 义的随机 序小 于 X (记作 Y 三
s、

X )

的充要条件是 W (司 全乳

拜F
(

x
) =

笑塑上兰旦
〔, ,

,

少
’

(刘

荞, 。 (
二

)
f加 G 犷t 十

、
)

.

= 声

一
一d 艺

.

JO G (习

下 面定 义 1 中的 3个寿命分布类将 在本 文的

第 2 节被研究
.

定义 1 (l )若对所有 的
二 全 O ,

不等式
: :

(() )三

即间 成 立
,

则称 X 或者了是 N B u FR (N
e w b以te r
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th a n u se d in fa ilu re r a te
)的

(2 )若对所有的
二 全O ,

不等式

r F (0 )三
王/
毖 J O

‘ , 、 ,
一

los r( x)
了

,

F tu )u u =

—
工

成立
,

则称 X 或者歹是 N B U FR A (N
e w b e tt e : t h a n

u s e d in fa ilu r e : a t e av e r a g e
)的 ;

(3 )若对所有的
: 全 O , 尹F( x) 都是递减的

,

则称

X 或者了是 D R H R (D
e e r eas in g r e ve r s e d ha z a r d r a te

)

的
.

改变定义 l( l)
,

(2 )中的不等号方 向便得到与

N B U FR 和 N B U F R A 分别对偶的两个寿命分布类
,

即 N W U FR (N
e w w o rs e th a n u s e d in fa ilu r e r a t e

)

和N W U FR A (N
e w w o r s e t ha n u s e d in fa ilu r e ra te

av er ag e
)的定义

.

下面的定义 2是对 N B U FR , N B U FR A 以 及其

他一些寿命分布类所对应的年龄性质的一种二元

推广
, B A R L o w [2]

,

K o e H A R [7]等通过此定义来比较

两个不同分布之间年龄性质的强弱
.

定义 2 (l) 若对所有的
x 全 O , F 一 ‘G (x) 都是

凸的
,

则称 Y 依IF R 序小于 X (记为 Y 三
。

X );

(2 )若对所有 的
x 全 O , F 一‘G (x) 都是星形的

,

则称 Y 依 IF R A 序小于 X (记为 y 三
,

X );

(3 ) 若对所有 的
x 全 O , F 一 ’G (x) 都 是超 可加

的
,

则称 y 依 N B u 序小于 X (记为 y 三
s 。

X );

(4 )若对所有的
x 全 0,

Z D R H R
,

N B U F R 和 N B U F R A 的 封

闭性

当W (
x

)是 凸 的
, F IN K E L s T E IN !6 ]证 明了 e (

二
)

可继 承 F (x) 的 IF R 性
.

作为本文的第一个重要结

论
,

下面 的定理 1 说明
,

在 w (x) 具有 凹 性的 条件

下
,

G (幻可继承 F (x) 的 D R H R 性
.

定 理 1 若 F (x) 是 D R H R 的
,

且对所有 的 x 全

O,

W (
x

)是 凹的
,

则 G = F (W (
x
))也是 D R H R 的

.

证明 首先注意到下面的等式

沁(x ) =
f(W (

二
))二(

x
)

F (W (
x

))
= 尹二 (W (

x
))二 (

x
)一一

x一xg一厂口

因 w (x) 是凹的
,

所以 二(劝是递减 的
.

这样
,

所要证

的结论 由w (x) 递增性和 F 是 D R H R 的假设易得
.

下面的两个定理是揭示 N B U F R (N w U FR )和

N B U FR A (N W U FR A )封闭的条件
.

定理 2 (a) 若 F (x) 是 N B U F R 的
,

且对所有的
x 全0 , 苗(

x
隆二(o )

,

则 G = F (W (x ))也是 N B U FR 的;

(b ) 若 F (x) 是 N W U FR 的
,

且对所 有的 x 三 O
,

二(
x

)三 二(0 )
,

则 G = F (W (
x

))也是 N W U FR 的
.

证明 (a) 由 (l) 式不难推得
r

f
x , 、 1 1 「

fw (x )
/ 、 1 :

e X p l一
j0

尹G 气祝 , a 祝‘一 eX p l一
jo

z沪气u , a 祝 ,
’

这也就是说

f
x , 、 、

fw (x )
, 、 1

jo
r G L舰 , Q舰 一

jo
r F Lu , u u

’

拼。(
x

)
拜F( F 一‘

G( x) )

拼。(0 )
拜F

(0 )

成立
,

则称 Y 依N B U E 序小于 X (记为 Y三N B u E X );

(5 )若对所有的
x 全。

,

!F
一 ‘G (

x
))
‘
全(F

一 ‘G )
’

(O)

成立
,

则称 Y 依 N B U F R 序小于 X (记为 Y 三N B
uF R

X );

(6 )若对所有的
x 全0 ,

F 一 ‘G (x) 全x. (F 一 I G )
’

(0)

成立
,

则称 Y 依N B u FR A 序小于 X (记为 Y 三N B u F R A

X )
·

定义 3 (l) 若对所有的p 任 (0
,

l)
,

不等式

严
一 ,

(v) _
、 .

[F
一 ‘

回 _
、 ,

j0 试川d “ 生 j0
少扭川

”

对上式两边关于
x
求微分得

r。(
x
) 二 二(

x
)

r F
(W (

x
))

.

(2 )

因为 X 是 N B U F R 的
, r 二

(W (
二

))全
r F

(O)
.

于是
,

r 。(
x

) = 。(
x

)
r 二(W (

x
))

全二(O)
r F (W (

x
))全 二(O)

r二
(O)二

: 。 (0 )
.

从而拭X )也是 N B u FR 的
.

(b ) 同理可证
.

定理 3 (a) 若 F (x) 是 N B U FR A 的
,

且对 所有

的 x 全 。,

W (
x

) 全
x 二(0 )

,

则 G = F (W (
x

))也 是

N B U F R A 的 ;

(b) 若 F (x) 是 N W U FR A 的
,

且对所有的 x 三0 ,

W (
x

)三
x 二(0 )

,

则 G = F (w (
x

))也是 N W U FR A 的
.

证明 (
a
) F (

x
)是 N B U FR A 的

,

所以

成立
,

则称 Y 依位置独立风险序小于 X (记为 Y 三lir

X );

(2 )若对所有的凸函数侧x)
,

不等式 E (侧y 一

E 州 ) 三侧州X 一 E X ))成立
,

则称 Y 依膨胀 序小

于 X (记为 y 三d * : X )
.

定义 3 中这两个随机序的有关性质和应用 可

参阅文献 {8 ~ 1 0}
.

命丈
”‘

(‘’二(·)d· 全二(。, 全

裂
二(。)

从而

令 二

生/
工 J O

W (x )
r二(

。
)d
二 2 。(0 )

r二 (0 )
.

= w (亡)
,

则

生厂
: ;

(w (, ))d w (艺) : 二(o )
: 二

(0 )
.

苏 J O
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上式等价于 二(
二 全 : 少

(O)
,

则 Y 三N B U F R

生/
‘ 二 )

(: )
: 二

(。
厂
(, ))d 艺: 二(o )

7
·

二
(o )

.

二 j o

于是根据 (2)式有
全 , ) , 。,

(二) 全 切(O)
x ,

则

生/
二 : 。 (。)d , : : 。 (o )

,

工 J O

(d )若对所有
x 全。

,

X ;

(e) 若对 所 有 的
x

Y 三N B u F R A X ;

娜G (
二

))

即 G 二 F (w (
x

))是 N B U F R A 的 ;

(b ) 同理可证
.

当 F (x) 服从指数分布时
,

定理 2 和定理 3 中的

充分条件可改为充分必要 条件
,

这就是下面 的推

论 1 和推论 2.

推论 1 (a) 若 F (
x )服从参数为 人的指数分布

,

则 G = F (W (劝)是 N B u F R 的充要条件是 对所有

的 x 全。
, 二(

x
)全

: ,

(O );

(b )若 F (x) 服从参数为入的指数分布
,

则 G =

F (w (
二

))是 N W U FR 的充要 条件是 对所有 的二 全

O , 、(
二

)三 二(())
.

证明 (a) 因指数 分布的失效率恒等 于 入,

所

以
,

在注意到下面的事实后
,

结论是显然的
.

r G (
x

) = 二(
x

)
r F

(W (
x

)) = 。,
(

x
)入全 二(O)入二

r ‘ (O)
.

(b ) 同理可证
.

推论 2 (a) 若 F (
x

)服从参数为久的指数分布
,

则 G = F (W (t) )是 N B U F R A 的充要条件是对所有

的 二 全 。
,

W (
二

)全
x 二(O);

(b )若 F (
二

)服从参数为 入的指数分 布
,

则 G =

F (W 闭)是 N W U FR A 的充要条件是对所有 的
x 全

O,

W (
二
)三

x 二 ,

(0 )
.

证明 (a) 在 F (x) 服从参数为入的指数分布情

况下
,

G 二 F (W (t) )属于 N B U F R A 等价于

(f) 若对所有的
二 全 0,

Y 三N B u E X
.

,J :
(W (

二 ))

_ 拼创0)
戈、

—
一 , ‘F (。)

FI N K EL sT EI N 同 发 现 Y 么
t

X 的 充要 条件 是

W (幻 全 x
.

下面两个定理讨论的是 y 依位置独 立

风险序
,

或者依膨胀序小于 万 的充分条件
.

定理 5 若 w (劝 一 x 是增凹 的
,

则 Y 自i r

X
.

证明 首先注意到
‘(p ’/ (

·
)d一关

w
一 ‘“

尸 一 ‘

〔p’二(
·

)d
一关

尸 -

F (W (
x

))d
二

F (
x

)!w
一 ‘

(
二
)!

‘〔l:
、

P�F

F (
x
){x 一 w

一 ‘
(
。

、

)!
‘d 二

.

厂了厂为
几

/九尹/九=二

由 w (x ) 一 x 的增凹性知
, x 一 W

一 l (x) 也是增 凹的
,

所以 !二 一 w
一 ‘
(
x )l’是非负递减的

.

由引理 7
.

1 (b )[z ! 有

严
一 ‘

(r) _
、 r

j0
少 又x )l苏 一 昨

‘

(x 少j
’

d ‘ 全。
,

于是对所有的 p 〔 (O
,

l)
,

关
‘ 一 ’( p’。 (· )d一关

w
一

“
一 ’(尸) · (W (

·
))d

·

:

关
尸 一 ’(歹“ / (

· )d ·
,

l fx
、 、 ,

l fx
一 I 叨Lt )入d 艺 = 一 I r ‘L艺)d 艺Z r ‘ (U夕= 叨 (U )入

.

艺 J O x J O
、 , ,

_
, ~ 1

。 , _ _

上式化简得 二 厂 二 (t ) d亡> 勿 (O)
,

即 W {x ) > x 切 (0 )
.

X - .

(b ) 同理可证
.

3 加速寿命模型 中的 随机比较

本节中首先通过尺度变换 w (x )(二 (x )) 来刻画

定义 2 中几个随机序
.

注意到

F 一 ‘
侧x) = F 一 ‘F (w (x )) 二 F 一 ‘F w (劝 = W (x )

,

所以下面的定理 4 轻松得证
.

定理 4 (a) 若对所有的 x 全 。
,

w (x) 是凸的
,

则

Y 三
C X ;

(b ) 若 对所 有 的 二 全 0 ,

w (劝是 星形 的
,

则

Y 三
,

X ;

(
c
) 若对所有 的

x 全 。,

w (x) 是超可加 的
,

则

Y 三洲 X ;

这就是说 Y 自i r X
·

下面 的引理 1将被用来探求 y 三di 、 x 的充分

条件
,

它的证明可参阅文献 {8 1
.

引理 1 设 Fl 和凡 分别是具有有 限均值的两

个非负随机变量 U 和 V 的分布函数
,

则 u 三dil v 的

充要条件是

态尤
‘!二

1
(
·

, 一“ (
2 /

,“d
·

、

厂
!二

1 (· ) 一二 (
·

,“d

一
(0

, ‘,
·

定理 6 W (x) 一 x 是递增的
,

则 Y 三d il X
.

证明 首先证 明下式对任意的亡全 O都成立
.

厂
一 : (· : 尸一 ‘(p , ) 一 (‘一 , ,“了(

·
,d
· 全 O ,

刀 任 (O
, 1 )

,

(3 )

其中双A )是 A 的示性 函数
.

当亡三 F 一 ‘(夕) 时
,

厂
一 !‘(

· : 二一 (: )) 一 (1 一 : :, (· )d ·

一

厂号
(·全尸一 ’(: )), (· )d一厂汽

‘一 : ) , (
·
)d
·
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一

厂
1

(, 。了(
·

,d一 (‘一)了(艺)

尤
‘
!w

一 ‘F 一‘
(
·

, 一 F 一 ’
(
·

, ,d
·

了(F 一 ‘
(尹)) 一 (l 一 尸)了(t) = (l 一 尸)F (t)全o ;

F 一 ‘

浏 时
,

二全

当

厂
一 !‘(

· 全 尸一 ‘
(p , , 一 (‘一 p ,}‘(

·
,d
·

一 (‘一 , )

关
一 !w

一 ‘
(
·

)一!, (
·
)d ·

一

厂
1 (; 。!、一 (·卜

二
;, (二)d二

一

关证
尸一 ’
、)),

(x)ct 一关飞
一

v)f (x)ax
一

关
一 , (

·
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这样
,

根据 (3 )式和引理 7
.

1 (a) 冈 的结论
,

(4 )是非负的
,

从而定理得证
.
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