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摘要: 根据 Kimball的偏好理论假设投资者偏好奇数阶阶矩,厌恶偶数阶阶矩, 利用证明得到的 3 个等式约束条件下的

对偶引理,最终得到四阶矩 CAPM 的基金分离形式和有效投资组合. 同时, 直观地给出一种特殊情形下的基金分离形

式.
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� � 均值-方差 CA PM 是金融领域最重要的资产定价

理论模型之一, 但其系统性风险只考虑二阶矩风险即

波动率,忽略了高阶矩风险,而金融资产特别是新兴市

场的金融资产的对数收益常呈现不对称性和厚尾性,

一般不是正态分布. 国内外众多的实证研究发现均值-

方差 CAPM 对于横截面收益数据的解释能力并不好,

存在严重的定价误差, 因此考虑收益分布的高阶矩如

三阶矩偏度、四阶矩峰度是必要的[ 1-4] . 在三阶矩

CA PM 中,投资者愿意对与市场具有正协偏度的资产

付出风险溢价, 当收益分布具有正协偏度时, 投资者要

求较低的收益. 对四阶矩 CAPM 的研究主要集中在实

证模型对金融资产收益横截面数据的解释能力上, 但

与之相关的理论基础(如基金分离定理)并不完善. 本

文将通过对偶分析、最优化过程, 研究四阶矩 CAPM

基金分离定理, 并直观给出一种特殊情况下的基金分

离形式.

1 � 预备知识

定义 1 � 设 R f 、R= ( R1 , R2 , �, RN )
T 和 x 0、X =

( x 1 , x 2 , �, x N )
T
分别是无风险资产、风险资产的收益

和投资比例且 x 0+ x 1+ �+ x N = 1.M1 和M2 分别表

示超额收益向量和协方差矩阵, 定义 N � N
2 的协偏

度矩阵M3 和 N � N
3 的协峰度矩阵 M4 :

M3= E[ (R- E( R) ) ( R- E (R) )
T �

� ( R- E( R) )
T ] = { sij k } ,

M4= E[ (R- E( R) ) ( R- E (R) )
T � ( R- E (R) )

T

� � ( R- E(R) )
T
] = { kij kl } .

这里 � 代表克罗克内积. 其中:

sij k = E[ (R i- E(R i ) ) ( R j - E(R j ) ) ( Rk-

� E( Rk ) ) ] , i, j , k= 1, 2, �, N ,

kij kl = E [ (R i- E(R i ) ) ( R j- E(R j ) ) ( Rk- E(Rk ) )

� ( R l- E( R l ) ) ] , i , j , k, l= 1, 2, �, N .

定义 2 � 设投资组合的预期收益为 E ( Rp ) , 投资

组合的方差 �
2
( Rp )、偏度 �

3
( R p )与峰度 �

4
( Rp )的定

义如下:

�2( R p ) = X
T
M2X= X

T � p ,

�3( Rp )= X
T
M3 ( X � X

T ) = X
T
Sp ,

�
4
( Rp ) = X

T
M4( X � X � X )= X

T
K p ,

其中:

� p = E[ (R- E(R) ) ( Rp - E (Rp ) ) ] = M2 X ,

Sp = E[ (R- E(R) ) ( Rp - E (Rp ) )
2
] =

� M3 ( X � X ) ,

K p = E [ (R- E(R ) ) ( Rp - E(Rp ) )
3
] = M4 ( X � X

� � X )

分别代表风险资产与投资组合之间的协方差、协偏度

和协峰度向量.

接下来我们将从具有约束条件的最优化问题出

发,研究四阶矩 CAPM 是否也像传统 CAPM 一样存

在基金分离定理.在求解这样的最优化问题时,首先根

据 Kimball[ 5] 的偏好理论假设投资者偏好奇数阶阶

矩,不喜欢偶数阶阶矩.因为较高的奇数阶阶矩可以看

作是减少损失中的极值同时增加获利中的极值;偶数

阶阶矩代表收益的离散度,一些不受欢迎的东西如波
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动率会增加收益的不可测性.如果投资者更关注投资

收益中最坏的情况, 比如说投资组合的 VaR, 那么人

们就会更加不喜欢偶数阶阶矩.

2 � 对偶引理

常见的标准化的对偶定理
[ 6]
只有一个等式约束,

而四阶矩 CAPM 最优化问题牵涉到 3个等式约束条

件,因此我们需要关于 3个等式约束的对偶引理.

对偶引理 � 设开区间 � � R
N
, 实值函数 f ( X )、

g( X )、h(X )、i ( X ) � C
2 ( �) , g、h、i为实数. 若 X* � �

是式( 1)的局部极小值点,相应的拉格朗日乘子为 �1

> 0、�2 和 �3 ,且具有严格二阶条件,则 X* 也是式( 2)

的局部极大值点,相应的拉格朗日乘子为- 1/ �1、�2 /

�1 和 �3 / �1 .

min f ( X ) � s. t.

g(X ) = g

h(X ) = h

i( X ) = i

( 1)

max g(X ) � s. t.

f ( X ) = f ( X
*

)

h(X ) = h

i( X ) = i

( 2)

证明 � 因为式( 1)的解与下式是等价的

max( - f ( X ) ) � s. t .

g(X ) = g

h(X ) = h

i( X ) = i

构造拉格朗日函数:

L = - f ( X ) + �1( g(X ) - g) + �2( h(X ) - h) +

� �3( i ( X ) - i) .

设 X * 是式( 1)的解,则 X * 必定满足一阶条件

�L
�X

= -
�f
�X

+ �1
�g
�X

+ �2
�h
�X

+ �3
�i
�X

= 0. ( 3)

将式( 3)乘以 1/ �1 ,则有

�g
�X

+ �1� �f
�X

+ �2� �h
�X

+ �3� �i
�X

= 0. ( 4)

其中 �1�= - 1/�1 ,�2�= �2 / �1 , �3�= �3 / �1 .

同时式( 1)对应的加边海赛矩阵如下:

Hf =

0 0 0 �g
T

�X

0 0 0 �hT

�X

0 0 0
�i T

�X

�g
�X

�h
�X

�i
�X

HNN

( 5)

其中 HNN = -
�2 f
�X �X

T + �1 �2g
�X �X

T + �2 �2h
�X �X

T + �3

�2 i
�X �X T

是 N � N 的矩阵,而 �g
�X
、�h
�X
、�i
�X
是N � 1维

的一阶导数向量.

由等式约束条件下的局部最优化的充分条件[ 6]

知,当式( 5)中的 N - 3个顺序主子式依次改变符号,

并以正的| (Hf ) 4 | > 0开始,交替改变符号,即| (H f ) 4 |

> 0, | (Hf ) 5 | < 0, �.那么X
* 是满足约束条件要求的

- f ( X )的局部极大值点, 即 X * 是满足约束条件的

f ( X )的局部极小值点.

现在对式( 1)的加边海赛矩阵进行变化. 先将式

( 5)乘以 1/ �1 得到新矩阵; 其次将新矩阵的第 1行到

第3行以及第 1列到第 3列分别乘上 �1 ,再把式( 4)代

入矩阵的第 1行和第 1列;然后将所得到的矩阵的第

2行、第 3行分别乘上 �2�、�3�加到第 1行,第 2列、第3

列分别乘上 �2�、�3�加到第 1列;最后将矩阵的第 1行

与第 1列同时乘以- 1/ �1�, 最终可得式( 2)的加边海

赛矩阵

Hg =

0 0 0 �f
T

�X

0 0 0 �hT

�X

0 0 0
�i T

�X

�f
�X

�h
�X

�i
�X

HHN N

( 6)

其中HHNN =
�2g
�X �X T + �1� �

2
f

�X �X T + �2� �
2
h

�X �X T + �3�

�2 i
�X �X T .在所有的运算过程到最后,矩阵的顺序主子式

符号都没有发生变化, 因此综合式(4) 与(6), 我们知道

X
* 也是式( 2)的局部极大值点.

因此当存在四阶矩时, 由 Kimball
[ 5]
的投资者偏

好理论和上述的对偶引理,我们知道式( 7) ~ ( 10)最优

化问题的解肯定存在且是等价的. 它们分别对应着其

他条件给定下最大化预期收益、最小化方差、最大化偏

度和最小化峰度 4种情形.

max X
T
E (R)+ (1- X

T 1) R f

s. t .

X
T
M2 X= �2

X
T
M3 ( X � X )= s

3

X
T
M4 ( X � X � X )= k

4

( 7)

min X
T
M2X
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s. t .

X
T
E( R)+ (1- X

T 1) R f = E(R p )

X
T
M3 ( X � X )= s

3

X
T
M4 ( X � X � X )= k

4

( 8)

max X
T
M3( X � X )

s. t .

X
T
E( R)+ (1- X

T 1) R f = E(R p )

X
T
M2 X= �2

X
T
M4 ( X � X � X )= k

4

( 9)

min X
T
M4 ( X � X � X )

s. t .

X
T
E( R)+ (1- X

T
1) R f = E(R p )

X
T
M2 X= �

2

X
T
M3 ( X � X )= s

3

( 10)

3 � 基金分离定理

现在我们用最优化问题( 8) ,在投资组合的预期收

益、偏度与峰度给定的情况下, 最小化投资组合的方

差.

构造拉格朗日函数

L= - X
T
M2 X+ �1( X

T
E( R)+ (1- X

T
1) R f -

� E( Rp ) )+ �2( X
T
M3 ( X � X )- s

3
)+

� �3( X T
M4 ( X � X � X - k

4
) ) ,

由一阶条件整理得到

X= �1M- 1
2 M1+ �2M- 1

2 M3( X � X ) +

� �3M- 1
2 M4 ( X � X � X ) .

将M1、M3 ( X � X )和M4 ( X � X � X ) 分别与上

式进行向量内积运算,求得

�1 = ( ( A 2 A 5 - A 3 A 4 ) k
4
+ ( A 4 A 6 - A

2
5) rp +

� ( A 3A 5 - A 2A 6) s
3
) / (2A 2A 3A 5 + A 0A 4A 6 -

� A 0A
2
5 - A

2
2A 6 - A

2
3A 4) =

�
B,

�2 = ( ( A 2 A 3 - A 0 A 5 ) k
4
+ ( A 3 A 5 - A 2 A 6) rp +

� ( A 0A 6 - A
2
3) s

3
) / (2A 2A 3A 5 + A 0A 4A 6 -

� A 0A
2
5 - A

2
2A 6 - A

2
3A 4) =

�
C,

�3 = ( ( A 0 A 4 - A
2
2 ) k

4
+ ( A 2 A 5 - A 3 A 4) rp +

� ( A 2A 3 - A 0A 5) s
3
) / (2A 2A 3A 5 + A 0A 4A 6 -

� A 0A
2
5 - A

2
2A 6 - A

2
3A 4) =

�
D,

其中 A 0= M
T
1M

- 1
2 M1 , A 2 = M

T
1M

- 1
2 M3 ( X � X ) , A 3 =

M
T
1M

- 1
2 M4( X � X � X ) , A 4 = ( X � X )

T
M

T
3M

- 1
2 M3 ( X

� X ) , A 5 = ( X � X � X )
T
M

T
4 M

- 1
2 M3 ( X � X ) , A 6= ( X

� X � X )
T
M

T
4M

- 1
2 M4 ( X � X � X ) . 这里用 A 的下标

代表A 关于向量X 的齐次性.如 A 2 代表关于 X 具有

2次齐次性. 经整理我们可得到最优问题的解满足以

下的 N 个非线性方程

X= B 1
M

- 1
2 M1

1TM- 1
2 M1

+ C1
M

- 1
2 Sp

1TM- 1
2 Sp

+ D 1
M

- 1
2 K p

1T
M

- 1
2 K p

,

( 11)

其中 B1= B1TM- 1
2 M1, C1= C1TM- 1

2 Sp , D 1= D1T
M

- 1
2 K p.

式( 11)是在给定投资组合的预期收益、偏度与峰度下,

求解最小方差的必要条件,也就是说若式( 8)存在最小

值点,那么最小值点必须满足式( 11)中的 N 个非线性

方程.

因此当存在无风险资产时, 在四阶矩 CAPM 中,

我们可得到类似两基金分离定理的基金分离形式, 即

四阶矩的有效投资组合可以看成是 3个不同基金的线

性组合. 3个基金里面的风险资产权重比例向量分别

为: X 1 =
M

- 1
2 M1

1
T
M

- 1
2 M1

, X 2 =
M

- 1
2 Sp

1
T
M

- 1
2 Sp

, X 3 =
M

- 1
2 K p

1
T
M

- 1
2 K p

.

X 1 其实就是均值-方差 CAPM 有效边界上的点,而对

于 X 2 和 X 3 , 我们可以将它们分别看作是在给定方差

的情况下,最大化偏度与最小化峰度的对冲投资组合

点.这里的 X 1 和 X 2 其实就是 Simaan [ 2] 中的存在无

风险资产下的三阶矩 CAPM 的基金分离定理中的基

金.

同理,当只有风险资产时,可得类似的关系,

X= A
M

- 1
2 1

1TM- 1
2 1

+ B
M

- 1
2 E (R)

1TM- 1
2 E(R)

+ C
M

- 1
2 S p

1T
M

- 1
2 Sp

+

� D
M

- 1
2 K p

1TM- 1
2 K p

.

这时候的四阶矩的有效投资组合可以看成是 4个

不同基金的线性组合,其中2个基金为X 2 和 X 3 , 还有

2个基金为: X4=
M

- 1
2 E( R)

1TM- 1
2 E (R)

, X 5=
M

- 1
2 1

1TM- 1
2 1

, X 5 就是

方差最小的投资组合点. 当投资组合位于有效边界上

时,它的风险资产投资比例的权重可以由这 4个基金

的线性组合来表示. 显然 X 2、X 4 和 X 5 是 Simaan [ 2]中

的不存在无风险资产下的三阶矩 CAPM 的基金分离

定理中的基金. 因此,不管是否包含无风险资产,四阶

矩的有效边界其实已经包含了二阶矩和三阶矩的有效

边界. 下面我们给出存在无风险资产时均值-方差

CA PM 模型和三阶矩 CAPM 模型的证券市场线(面)

图形(见图 1, 2) . 其中 E (R i )、E (Rm )和 E(R A )分别是

第 i 种风险资产、市场组合和组合 A 的预期收益. 且组

合 A 与市场组合的协方差与协峰度值均为零即 �Am=

�Am= 0但 �Am � 0.
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� 图 1 � 均值-方差 CAPM 模型的证券市场线

� F ig. 1� Securit y market line of Mean-Var iance CAPM

� 图 2 � 三阶 CAPM 模型的证券市场面

� F ig. 2� Securit y market line of three-moment CAPM

4 � 特殊情形下的基金分离形式

为了更直观、更好的了解四阶矩 CA PM 的基金分

离定理的形式, 以下我们将考虑特殊情况下的基金分

离形式.

定理 � 不失一般性, 对于任意给定的正数 a和 b,

设已知最优化问题:

min X
T
M2X

s. t .

r p = 1

X
T
M3 ( X � X )= a

3

X
T
M4 ( X � X � X )= b

4

( 12)

的解为 X
*

, 相应的拉格朗日乘子分别为 �
*
1 , �

*
2 和

�*3 ,最小方差为 �* 2 , 那么最优化问题:

min X
T
M2X

s. t .

r p = r

X
T
M3 ( X � X )= a

3
r
3

X
T
M4 ( X � X � X )= b

4
r
4

( 13)

的解则为 X = rX
* , 相应的拉格朗日乘子分别为 �1

= r�
*
1 , �2 =

1
r
�
*
2 和 �3=

1
r
2�

*
3 , 最小方差为 �

2
= r

2
�
* 2

.

即当投资组合的预期超额收益、偏度和峰度具有 rp =

r, s
3 = a

3
r
3 和 k

4= b
4
r
4 的关系式子时, 两基金分离定

理成立.

证明 � 由式( 11)有

M 2 X = ( ( A 2A 5 - A 3A 4) k
4
+ (A 4A 6 - A

2
5) r p +

� ( A 3A 5 - A 2A 6) s
3
) / (2A 2A 3A 5 + A 0A 4A 6 -

� A 0A
2
5 - A

2
2A 6 - A

2
3A 4) M1+

� ( ( A 2A 3- A 0A 5) k
4
+ (A 3A 5- A 2A 6)r p+ (A 0A 6-

� � � A
2
3) s

3
) / (2A 2A 3A 5 + A 0A 4A 6 - A 0A

2
5 -

� A
2
2A 6 - A

2
3A 4) M3 ( X � X ) +

� ( ( A 0A 4- A
2
2)k

4
+ (A 2A 5 - A 3A 4) rp + (A 2A 3 -

� A 0A 5) s
3
) / (2A 2A 3A 5 + A 0A 4A 6 - A 0A

2
5 -

� A
2
2A 6 - A

2
3A 4) M4( X � X � X ) .

当 rp = r , s
3
= a

3
r
3
和 k

4
= b

4
r
4
时上式化为

M2 X = ( ( A 2 A 5 - A 3A 4 ) b
4
r
4
+ (A 4A 6 - A

2
5 ) r +

� ( A 3A 5 - A 2A 6) a
3
r
3
) / (2A 2 A 3 A 5 + A 0 A 4 A 6 -

� A 0A
2
5 - A

2
2A 6 - A

2
3A 4) M1+

� ( ( A 2A 3- A 0A 5)b
4
r
4
+ (A 3A 5 - A 2A 6)r +

� ( A 0A 6 - A
2
3) a

3
r
3
) / (2A 2 A 3 A 5 + A 0 A 4 A 6 -

� A 0A
2
5 - A

2
2A 6 - A

2
3A 4) M3 ( X � X ) +

� ( ( A 0A 4- A
2
2)b

4
r
4
+ (A 2A 5 - A 3A 4) r + (A 2A 3 -

� A 0A 5) a
3
r
3
) / (2A 2A 3A 5 + A 0A 4A 6 - A 0A

2
5 -

� A
2
2A 6 - A

2
3A 4) M4( X � X � X ) . ( 14)

已知当 r= 1时, X = X
* 是式( 14)的解, 即

M2 X * = ( ( A
*
2 A

*
5 - A

*
3 A

*
4 ) b

4
+ ( A

*
4 A

*
6 -

� A
* 2
5 ) + ( A

*
3 A

*
5 - A

*
2 A

*
6 ) a

3
) / (2A

*
2 A

*
3 A

*
5 +

� A
*
0 A

*
4 A

*
6 - A

*
0 A

* 2
5 - A

* 2
2 A

*
6 - A

* 2
3 A

*
4 ) M1+

� ( ( A
*
2 A

*
3 - A

*
0 A

*
5 )b

4
+ (A

*
3 A

*
5 - A

*
2 A

*
6 ) +

� ( A
*
0 A

*
6 - A

* 2
3 ) a

3
) / ( 2A

*
2 A

*
3 A

*
5 + A

*
0 A

*
4 A

*
6 -

� A
*
0 A

* 2
5 - A

* 2
2 A

*
6 - A

* 2
3 A

*
4 ) M3( X * � X * )+

� ( ( A
*
0 A

*
4 - A

* 2
2 ) b

4
+ ( A

*
2 A

*
5 - A

*
3 A

*
4 ) +

� (A
*
2 A

*
3 - A

*
0 A

*
5 ) a

3
)/ (2A

*
2 A

*
3 A

*
5 + A

*
0 A

*
4 A

*
6 -

� A
*
0 A

* 2
5 - A

* 2
2 A

*
6 - A

* 2
3 A

*
4 ) M4 ( X * � X *

� � X * ) . ( 15)

容易证明 X = rX * 也是式( 14)的解.将 X = rx * 代

入式( 14)中, 由于 A 0 , A 2 , A 3 , A 4 , A 5 , A 6 是具有与下

标一致关于 X 的齐次性函数, 经化简最后得到

M2 ( rX
*

) = ( ( A
*
2 A

*
5 - A

*
3 A

*
4 ) b

4
+ (A

*
4 A

*
6 -

� A
* 2
5 ) + ( A

*
3 A

*
5 - A

*
2 A

*
6 ) a

3
) / (2A *

2 A
*
3 A

*
5 +

� A
*
0 A

*
4 A

*
6 - A

*
0 A

* 2
5 - A

* 2
2 A

*
6 - A

* 2
3 A

*
4 ) M1r+

� ( (A *
2 A

*
3 - A

*
0 A

*
5 ) b

4
+ (A

*
3 A

*
5 - A

*
2 A

*
6 ) +

� ( A
*
0 A 6 - A

* 2
3 ) a

3
) / (2A

*
2 A

*
3 A

*
5 + A

*
0 A

*
4 A

*
6 -
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� A
*
0 A

* 2
5 - A

* 2
2 A

*
6 - A

* 2
3 A

*
4 ) M3 ( X * � X * )r+

� ( ( A
*
0 A

*
4 - A

* 2
2 ) b

4
+ (A

*
2 A

*
5 - A

*
3 A

*
4 ) +

� ( A
*
2 A

*
3 - A

*
0 A

*
5 ) a

3
) / ( 2A *

2 A
*
3 A

*
5 +

� A
*
0 A

*
4 A

*
6 - A

*
0 A

* 2
5 - A

* 2
2 A

*
6 -

� A
* 2
3 A

*
4 ) M4( X * � X * � X * ) r .

由式( 15)知 X = rX * 是式( 14)的解.

同理, 可导出相应的拉格朗日乘子分别为 �1 =

r�*1 , �2=
1
r
�*2 和 �3=

1
r
2�

*
3 ,最小方差为 �2 = r

2�* 2 .

从上述定理可知, 当 r p = r , s
3 = a

3
r
3 和 k

4 = b
4
r
4

时, 原先四阶矩CA PM的资本市场线就变成( E ( R i ) ,

�( R i ) , �( R i ) , �( R i ) )四维空间中的一条直线,而沿着

这条直线方向的最小方差的投资组合中各个风险资产

的比重 X = rX * . 也就是说当我们先找出式( 12)中

的最优资产配置 X
* 后,若要再去求沿着这条直线方

向的最优资产配置时,事情就相对简单些,我们只要知

道预期的超额收益 r ,然后在�风险组合 X * �中按 r 的

比例(即 rX
* )进行投资, 剩余的资产投资到无风险

资产上即可.

从上述定理中, 我们知道只要任意给定 a和 b 后,

由它们所确定的直线方向上,两基金分离定理一定成

立.现在, 对式( 12)我们稍微做个变化, 其中 b 不变,但

a变为a1 ( a1 �a) ,下面最优化问题的解我们用 Y * 表

示.

min X
T
M2X � s. t.

rp = 1

X
T
M3( X � X ) = a

3
1

X
T
M4 ( X � X � X )= b

4

同样,沿着 rp = r , s
3
= a

3
1r

3
和 k

4
= b

4
r
4
这条直线

方向的最小方差组合可以表示为 Y = rY
*

.而这条直

线与 rp = r , s
3
= a

3
r
3和 k

4
= b

4
r
4直线可线性生成 rp

= r, k
4

= b
4
r
4 平面.因此, 若要沿着这个平面求最优

资产配置时,我们只要在无风险资产和�风险资产 X *

和 Y
* �进行比例配置就好.

最后,再考虑另一个最优配置

min X
T
M2X

s. t .

r p = 1

X
T
M3 ( X � X )= a

3
1

X
T
M4 ( X � X � X )= b

4
1

的解 Z
* ,其中 b1 �b.沿着 rp = r , s

3
= a

3
1r

3
和 k

4
= b

4
1r

4

这条直线方向上最小方差组合可以表示为 Z= rZ
* .

上述的平面与现在这条直线的线性组合, 就可以生成

四阶矩 CA PM 的资本市场线,所有的最优投资组合都

落在由无风险资产和 X * 、Y * 、Z* 线性生成的面上.

即当存在无风险资产时,四基金分离定理中的 4个基

金可以选择无风险资产和 3 个风险资产 X * 、Y * 和

Z* .
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Fund Separation Theory of Four-Moment

CAPM Based on Duality
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Abstract: The paper used K imball�s pr eference theor y to suppose that agents like odd moment s and dislike even ones. A duality re-

sult inv olving three equality constr aints is needed and proved. Fund separation and efficient port folios of Four-Moment CAPM are

found. And fund separation in t he special case is given.

Key words: duality; fund separation; skewness; kur tosis

�461�第 4 期 � � � � � � � � � � � � � 黄文彬等:基于对偶分析的四阶矩 CAPM 基金分离定理


