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关于奇异非线性两点边值问题的一点注记

杨 良梁 张中新
(大庆高等专科学校数学系

,

大庆 1 6 3 7 1 2) (长春邮电学院基础部
,

长春 1 3 0 0 1 2)

提要 在 k( x) 具有较强奇性的情况下证明了奇异非线性两点边值问题

f u “ (x ) + k (x )「u (x )1 一
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口

= 0
,

( u (0 ) = 0
,

D u ‘
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,

正解的存在性
.

同时提出了一个 Cl 正解存在的充要条件
.
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O < x < 1

考虑如下形状的奇异非线性两点边值问题

f u “
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「u
,

(x ) ]
‘

= 0
,

O < 二 < 1 ;

( u (O) = 0 ; D u ‘

(1 ) 一 u (1 )
,

此处假设
:

(H
l
) a , 。 ,

D 均为给定的正数
, 。) 1

,

}。一 al < 1
,

且 D > 1 ;

(H
Z
) k (x )是一个于「o

,

1〕上有定义的非负可测函数
.

(1 )

与文献 [ 1〕不同的是这里只考虑
。
妻 1 的情况

.

因为当
a < 1 时

,

采用文献 [ 2〕中的论证方法可以得

到更为精确的结果
.

我们研究边值问题(1) 的 目的有两个
:

一个是在函数 k (x )具有较强奇性的情况下建立正解的存在

性
,

一个是给出 Cl 正解存在的充要条件
.

定理 1 如果 (H
l
)和 (H Z )成立

,

则两点边值问题(1) 具有如下性质
:
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, 工一‘(, , d‘ < + 一
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- m 一 ‘一’ (2 )

至少有一个正解
;

(ii ) 具有 Cl 正解的充要条件是

。<

{;
‘一‘(‘ , d ‘ < + 一 (3 )

证明
:
(i ) 设 u( x) 是两点边值问题 (1) 的一个正解

.

把它代人方程 (2) 中
,

然后两次积分
,

再利用边

界条件
,

便可得到 u( x) 的积分表达式
:

此处

。 (x ) 一 下
华去 {

工夕 — I J

v (x )
:

, , 、 v “

(、)
、 .

f
‘ , , 、 v 口

(: )
, .

f
x , , 、 v 口

(s )
1

s左 Ls ) - 二: , 二 Q s
~

廿 x ! 龙 又S ) - 下万, 万 Q s
~

十 1 5 左 又s夕 一石万丁刃u s -

双 一
气S 少 J 二 tt 一

又S夕 J o 林 欠百少

(4 )

1 「
, , , 、 v 口

(s)
, .

「
‘ , , 、 v 口

(s )
、

=
; 茱, 一一一万 1 5 左又s夕

-下几= 万 a s 十 , 左 戈s ) 下二, 万u s

Lj 一 I J o u 一

又S少 J x u 一 气S 夕

(5 )

是导数
“ ‘

(x) 的表达式
.

它于 (o
,

1〕上恒正且非增
.

这表明 u( x) 是一个于仁o
,

1〕上连续的凹函数
.
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x w (1 ) 蕊 W (x ) 毛 u (x ) 镇 D W (1 )
,

O 镇 x 毛 1
.

现在我们来求积分方程 (7 )的连续解
.

为此
,

我们按如下方式定义一个映射 中 :
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而 A 和 B 是两个待定的正数
.
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现在我们来选取正数 A 和 B
,

使 必 映 口 到 口 之中
.

当
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时
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这时
,

由(1 0 )一 (1 3 )式知
A 镇 (中W ) (1 ) 镇 B

,

V W 任 口
.

( 8 )
,

(9 )和 (1 4) 式合起来表明
: 。 在映射 中 下的像集 。 (口)一定是 口 的一个紧子集

.

根据

动点定理知
,

映射 中 于 口 之中至少有一个不动点
.

(1 4 )

S e h a u d e r
不

设 W (x) 是 中 在 几 中的一个不动点
,

则 W (x) 是积分方程 (7) 的一个连续正解
.

设
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:
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便可直接验证
,

由(1 5) 式所确定的函数 u( x) 恰好是两点边值问题 (1 )的一个正解
.

(ii ) 因为充分性的证明可在文献 [ 1〕中找到
,

这里仅证必要性
·

假设 u( x) 是两点边值问题 (1) 的一个 Cl 正解
,

则 u( x) 是一个于 [。
,

1 ] 上连续可微的凹函数 ;

导数 v( x ): 一澎 (x )是一个正值的不增函数
,

v( 0) 为最大值
,

v( l) 为最小值
,

并且

x u (1 ) 簇 u (x ) 簇 x v (O)
,

O 镇 x 镇 1
.

由(5 )式和 (1 6) 式可推出
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.
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