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用离散速度方法计算浅水长波方程
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摘　要: 用离散速度法计算浅水波方程,将空气动力学方程和浅水波方程作了比较,用N adiga 提出的近平衡流

动方法模拟浅水波方程的连续和间断解。计算了一维的溃坝波问题和 T hacker提出的连续解问题,结果与精确

解作了比较,并且计算了水流跃过障碍物的问题。
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1　引　言

浅水波方程与无粘可压缩气体动力学方程相

似。为了数值求解无粘可压缩气体流动问题,可采

用离散速度的方法[1 ] ,将气体的宏观运动理解为微

观粒子运动的统计平均结果。进一步假设粒子的速

度只能取有限几个值,这就是离散速度方法的基本

思想。物理量,如速度、密度、温度等可由粒子分布

函数的统计平均值得到。这一方法与格子气 (L at2
t ice Gas)方法[2 ]和格子Bo ltzm ann (L at t ice Bo ltz2
m ann)方法[3, 4 ]很相似。L G 和LB 方法分别是 1986

年和 1992 年提出来的,这两种方法受到了统计物

理、流体力学、计算数学等方面学者的观注,它被广

泛用于流体力学、统计物理和化学反应扩散等问题

的计算。L G 和LB 方法,算法简单,适合并行计算,

能计算复杂的流动问题。

N adiga 提出的离散速度方法是一种流矢量分

裂法,它分别计算沿正、负两个方向流动的流矢量,

从而达到分裂流矢量的目的。离散速度法用于计算

激波问题[1 ]和浅水波问题[5 ]得到了很好的结果。本

文应用此方法计算了两个浅水波算例:二维的抛物

面水波问题[6 ]和一维溃坝波问题,前者为连续解问

题,后者为间断解问题。

2　浅水波方程与可压缩气体
　 方程的比拟

　　在考虑浅水长波问题时,认为水是无粘、不可

压缩的,假定水深远远小于波长,并认为水平方向

的速度沿铅直方向无很大的变化,则浅水波方程为

5h
5t

+
5hu j

5x i
= 0

5u i

5t
+ u j

5u i

5x j
+ g

5h
5x i

= - g
5hb

5x i

(1)

其中 g 为重力加速度, i, j = 1, 2; u i = u i (x 1, x 2, t)

为水平速度分量沿铅直方向的平均值, h = h (x 1,

x 2, t) 为河床底部至水面的高度, hb = hb (x 1, x 2) 为

河床底部的高度,是已知量; 则 h + h b为水面的位

置。

　　方程组 (1) 与二维无粘性可压缩气体方程完

全类似,气体的质量和动量方程可写为

5Θ
5t

+
5Θu j

5x j
= 0

5u i

5t
+ u j

5u i

5x j
+

1
Θ

5p
5x i

= f i

(2)

其中 Θ, p 分别为气体的密度和压力, f i 为外力 (如

重力) 的 x i方向的分量。比较 (1) , (2) 两方程组,令

　　Θ= h ,　p = g h 2ö2,　f i = - g
5hb

5x i
(3)

将 (3) 式中各式右端各项代入方程组 (2) , 即可得

到方程组 (1) , (3) 式中左端各项均为气体方程中

的量,右端均为水波方程的量,应用这种比拟关系,

可以将气体方程的数值计算方法用于水波问题的

计算。

3　离散速度模型 29 速度模型

N adiga [4 ] 提出了计算可压缩气体的离散速度

模型。具体方法是: 将二维平面计算区域划分成规
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则的正方形格子,把流体的流动理解为粒子从一个

节点流向相邻的节点, 如图 1 所示, 每一节点处的

粒子可分别沿 9 个速度方向运动 (包括一个零速

度) ,速度矢量为 qΑ, (Α= 0,⋯, 8) :

　　　　ûqΑû = q　 (Α= 1, 3, 5, 7)

　　　　ûqΑû = 2 q　 (Α= 2, 4, 6, 8)

　　　　ûqΑû = 0　 (Α= 0)

分别表示沿水平、垂直和对角线方向的速度和零速

度。粒子在一个时间步长内运动到相邻的节点处,

在此节点处与其它粒子发生碰撞。碰撞过程要求满

足质量和动量守恒,在某些情况下也要求满足能量

守恒,本模型即满足能量守恒条件。

如果用 f Α(x 1, x 2, t) 表示在 (x 1, x 2) 节点处速

度为 qΑ的粒子存在的概率密度 (或称为粒子分布

函数) , 则这一模型在碰撞过程中的细致平衡条件

关系[5 ] 为

　　f 0f 2 = f 1f 3, f 0f 4 = f 3f 5, f 0f 6 = f 5f 7,

　　f 0f 8 = f 7f 1, f 1f 5 = f 3f 7 (4)

(4) 中的第一式表示一个速度为 q2 的粒子和速度

为 q0 的静止粒子碰撞后,变为速度为 q1 和 q3 的两

个粒子,反之,速度为 q1 和 q3 的两粒子碰撞后, 变

为速度为 q0和 q2的两个粒子, (4) 式中的第四式表

示速度为 q1 和 q5 的两个粒子对头相碰后, 速度方

向旋转 90度角。由 (4) 式也可推导出 f 2f 6 = f 4f 8。

节点处的宏观物理量: 密度、动量和能量可由

f Α求和得到。

Θ= f 0+ f 1+ f 2+ f 3+ f 4+ f 5+ f 6+ f 7+ f 8

Θu 1= q (f 1+ f 2- f 4- f 5- f 6+ f 8)

Θu 2= q (f 2+ f 3+ f 4- f 6- f 7- f 8) ö2

ΘE = q2 (f 1+ f 3+ f 5+ f 7+ 2 (f 2+ f 4+ f 6+ f 8) ) ö2

(5)

E 表示节点处单位质量的总能量, E = (u 2
1 + u 2

2) ö2

+ e, e表示内能, 对于宏观的静止状态, u i = 0

( i = 1, 2) ,由 (4)、(5) 式可得

f 0= Θ(1- eöq2) 2, f 1= Θ(1- eöq2) eö(2q2) ,

f 2= Θ(eöq2) 2ö4, f 3= f 5= f 7= f 1, f 4= f 6= f 8= f 2

(6)

　　以下讨论用 92速度模型计算浅水波方程的方
法,应用第二节中所述的气体方程与浅水波方程的

比拟关系, 9 速度模型也可用于浅水波方程的计

算, (5) 式中的速度 u i 仍表示浅水波方程 (1) 式中

的速度, (5) 式中的Θ对应 (1) 式中的 h ,限制速度 q

的范围, 要求 ûuû < q, 且使 (6) 式中的 f Α都为正

数,为了方便, 把 (1) 式写成无量纲的守恒方程形

式:

　

5h
5t

+
5hu j

5x j
= 0

5hu i

5t
+

5
5x j

(hu iu j ) +
5h 2ö2

5x i
= - h

5h b

5x i

(7)

(7) 式中的 h 和 u i 为无量纲量,分别是有量纲量除

以来流的水深 h∞ 和特征速度 g h∞。参照 (3) 式,

可得 (5) 式中的Θ对应于 (7) 式中的h ,内能Θe对应

于 (7) 式中的重力势能 h2ö2。(6) 式是速度 u 为零

的静止平衡状态, 若某一节点处速度 u 不等于零,

可将粒子的分布函数假定为局部的相对平衡状态,

即粒子的速度 cΑ为

cΑ = u + qΑ ,　 (Α= 0,⋯, 8)

　　 为使 f Α 都为正数, 且 ûuû < q, 取 q =

m ax (Μûu 1û , hö2) 或 q = m ax (Μûu 2û , hö2) , 对

于有间断的水流, 取 Μ= 1. 3, 其它情况, 取

Μ= 1. 1[5 ]。粒子分布函数的演化方程可写为

5f Α

5t
+ cΑi

5f Α

5x i
= 8 Α　 (Α= 0,⋯, 8) (8)

这里 8 Α是碰撞项,上式左端表示 f Α的随体导数。碰

撞项 8 Α满足质量和动量守恒:

∑
8

Α= 0
8 Α = 0,　∑

8

Α= 0
cΑ8 Α = 0

由 (8) 式对 Α求和得质量和动量守恒方程

5h
5t

+
5

5x j
(∑Αf ΑcΑj ) = 0

5hu i

5t
+

5
5x j

(∑Αf ΑcΑicΑj ) = 0

(9)

由 qΑ的对称性得

∑
Α

f Α cΑi = ∑
Α

f Α(u i + qΑi) = hu i (10)
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因为∑Αf ΑqΑi = 0

∑Αf ΑcΑi cΑj = ∑Αf Α(u i + qΑi) (u j + qΑj ) =

hu iu j + ∑Αf ΑqΑiqΑi=

ne∆ij + hu iu j =

h 2∆ij ö2 + hu iu j (11)

为了方便,将 (7) 式改写成

5F
5t

+ ( 5
5x j

G ) T = b (12)

其中 F =
h

hu i

,　b =

0

- h
5hb

5x i

G= [hu j , hu iu j + h 2∆ij ö2 ]= [∑
Α

f ΑcΑj ,∑
Α

f ΑcΑicΑj ]

4　数值计算步骤

将二维计算区域分割成以节点为中心的正方

形小格,小正方形内流体的速度和水深由节点处的

值表示,节点处的值按以下步骤演化:

首先给定每个节点处的初值 f = (h , hu i)

第 1步:用 (6) 式求得 f 0, f 1, f 2:取 q=

m ax (Χûuû , hö2) , f 0 = h (1 - hö(2q2) ) 2,

f 1 = h 2 (1 - hö(2q2) ) ö(4q2) , f 2 = h (hö(2q2) ) 2ö4

第 2步:计算流分裂矢量G+ 和G - :

G + =
∑

cΑ1> 0

Α f ΑcΑ1

∑
cΑ2> 0

Α f ΑcΑ2

∑
cΑ1> 0

Α f Αc
2
Α1

∑
cΑ2> 0

Α f ΑcΑ1cΑ2

∑
cΑ1> 0

Α f ΑcΑ2cΑ1

∑
cΑ2> 0

Α f Αc
2
Α2

G - =
∑

cΑ1< 0

Α f ΑcΑ1

∑
cΑ2< 0

Α f ΑcΑ2

∑
cΑ1< 0

Α f Αc
2
Α1

∑
cΑ2< 0

Α f ΑcΑ1cΑ2

∑
cΑ1< 0

Α f ΑcΑ2cΑ1

∑
cΑ2< 0

Α f Αc
2
Α2

其中∑
cΑ1> 0

Α 表示只对cΑ的x 1方向分量cΑ1 > 0的速

度求和。

第 3步:用m inmod 函数插值求得两相邻节点

之间的流矢量,插值求得G+
11, G +

12和G +
13在 ( i -

1
2

,

j ) 点的值, G -
21, G -

22 和G -
23 在 ( i, j -

1
2

) 点的值。

G +
12 ( i +

1
2

, j ) = G +
11 ( i, j ) +

　　　　　 1
2

m inm od (∃bakG
+
11 ( i, j ) , ∃ f w dG

+
11 ( i, j ) )

G -
21 ( i, j -

1
2

, j ) = G -
21 ( i, j ) -

　　　　　 1
2

m inm od (∃bakG
-
21 ( i, j ) , ∃ f w dG

-
21 ( i, j ) )

其中前差 ∃ f w dG
+
11 ( i, j ) = G +

11 ( i + 1, j ) - G +
11 ( i, j )

后差 ∃ bacG
-
21 ( i, j ) = G -

21 ( i, j ) - G -
21 ( i, j - 1)

m inmod (p , q) 函数为 TVD (To ta l V aria t ion D im i2
n ish ing) 算子,定义为

m inmod (p , q) = sgn (p )
0　　　　　　, sgn (p ) ≠ sgn (q)

m in{ûp û , ûqû}, sgn (p ) = sgn (q)

sgn (p ) 代表 p 的正、负号。

第 4步:计算

G ( i +
1
2

, j ) = G + ( i +
1
2

, j ) + G - ( i +
1
2

, j ) 和

G ( i, j +
1
2

) = G + ( i, j +
1
2

) + G - ( i, j +
1
2

)

第 5步:

F t0+ ∃ tö2 = F t0 -
∃ t
2

(¨ G t0 - h t0¨ b)

其中

¨
G 11

G 21

= (G 11 ( i +
1
2

, j ) - G 11 ( i -
1
2

, j ) ) ö∃x +

　　　　　 (G 21 ( i, j +
1
2

) - G 21 ( i, j -
1
2

) ) ö∃y

　　第 6步:用 F t0+ ∃ t
2 代替第 1步中的 F ,重复 124

步,求得G t0+ ∃ t
2 ,则

F t1 = F t0 - ∃ t (¨ G t0+ ∃ t
2 - h t0+ ∃ t

2 ¨ b)

以上计算方法对于时间和空间都是二阶精度的[5 ]。

5　三个算例

算例 1　一维溃坝波问题:在 t = 0时,水坝突然溃

决, 溃坝后的洪水沿 x 方向前进, 地面是水平的,

5h b

5x
= 0,初始条件为

　　　　h (x , 0) =
10. 8m　x ≤ 0

1. 8m　 x > 0

　　　　u (x , 0) =
0. 2667m ös　x ≤ 0

1. 6m ös　　　x > 0

　　计算区域被分成 200个节点, t = 72. 43s时的

数值结果与精确解[7 ]如图 2所示,在间断后的平台

区间内, 精确值 h ex act = 4. 716m , 计算值 h num =

4. 713m ,二者很接近,此方法很好地模拟了具有间

断解的溃坝波问题。

算例 2　假定河床底部是水平的,
5h b

5x 1
=

5hb

5x 2
= 0,

T hackerW C [8 ]给出了浅水波方程 (1) 的一个二维

解析解。
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　　u 1 = x 1 tö( t2 + T 2) , u 2 = x 2 tö( t2 + T 2)

　　h = hm ax [T 2ö( t2 + T 2) -

　　　　 (x 2
1 + x 2

2) (T 2ö( t2 + T 2) ) 2öR 2
0 ]

其中 T = 2g hm ax ,对应 t = 0时的初值条件为平

面上凸起的旋转抛物面, h = hm ax (1 - (x 2
1 +

x 2
2) öR 2

0) ,当 x 2
1 + x 2

2 < R 2
0时, hm ax 为初始时刻抛面

中心位置处的高度, R 0 为初始时刻抛物面的半径,水

面边界满足条件h = 0,即R = R 0 ( ( t2 + T 2) öT 2) 1ö2,

边界为随时间逐渐扩大的圆[6 ]。计算区域分成 80

× 80个单元,图 3是水面中心高度随时间的变化,

t = 20时,计算值 hnum = 0. 35705,精确

值h ex ac = 0. 37500,二者非常接近随后,当抛物面的

边界超出计算区域时,计算过程结束。图 4是在 t =

10时,水面高度在 x 2 = 0处的剖面图。计算结果与

精确解很相近。计算中,取 g = 1, hm ax = 1. 5, ∃x =

1, ∃ t = 0. 5, R 0 = 20,都是无量纲量。

算例 3　L eV eque [9 ]给出的一维水波跃过障碍的问

题。一维空间区域 x ∈ [ 0, 1 ]被分成200个节点,在

x = 0. 5附近河床向上凸起,河床高度分布曲线为

hb (x , 0) =
0. 25[co s (Π(x - 0. 5) ö0. 1) + 1 ] ifûx - 0. 5û < 0. 1

　　0　　　　　　　　　　　 ifûx - 0. 5û ≥ 0. 1

初始时刻流体是静止的, u (x , 0) = 0,水面高度为

h (x , 0) =
1 - hb (x ) + Ε　ifûx - 0. 15û < 0. 05

　　0 　　　　ifûx - 0. 15û ≥ 0. 05

理论分析可知,高度为 Ε的扰动以特征速度

± g h 分别向左、右两边传播。计算过程中, 取

g = 1, ∃x = 0. 005, ∃ t = 0. 0025。图 5给出了Ε=

0. 2, t = 0. 7时的水波高度的计算结果。这一结果

与文献[ 9 ] 中的结果一致。这表明本文的计算方法

可以模拟河床高度变化的流动问题。

N adiga 提出的离散速度方法具有自适应能

力,即粒子速度 q 随 h 和 u 而变化,计算模型用于

连续解和间断解问题都得到了很好的结果,它也可

以用于三维问题的数值计算。

693 计 算 力 学 学 报 　第 19卷　



参考文献 (References) :

[1 ]　N adiga B T. A n eu ler so lver based on locally adap2

t ive discrete velocity [ J ]. J . S ta tistica l P hy sics,

1995, 81 (2).

[2 ]　F rish V , H asslacher B , Pom ean Y. L att ice2gas A uto2

m ato fo r the N avier2Stokes equation [J ]. P hy s, R ev.

L ett, 1986, 56: 150521508.

[3 ]　Chen H , Chen S, M atlhaeus W H. R eovery of the

N avier2Stokes equations using a la t t icegas bo ltom ann

m ethod[J ]. P hy s R ev , 1992, 45: 533725342.

[4 ]　Q ian Y H. d’hum ieres D , L allem and P. L att ice

BGK modele fo r N avier2Stokes [ J ]. E u ro P hy s.

L ett, 1992, 17: 4792484.

[5 ]　N adiga B T. A n adap tive discrete2velocity model fo r

the shallow w ater equations [J ]. J. Com p. P hy sics,

1995, 121: 2712280.

[ 6 ]　施卫平. 用格子Bo ltzm ann 方程模拟浅水波问题 1
力学学报, 1997, 29: 5252529. (Sh i W eip ing. A L at2
t ice Bo ltzm ann equation m ethod fo r the shallow w a2
ter w ave equations [ J ]. A CTA M echan ica S in ica.

1997, 29: 5252529. (in Ch inese) )

[7 ]　A ugenbaum J. A lagrangian m ethod fo r the shallow

w ater equations based on a vo rono i m esh2one dim en2
sional resu lts[J ]. J . Com p. P hy s. 1984, 53: 2402265.

[8 ]　T hacker W C. Som e exact so lu tions to the non linear

shalliw 2w ater w ave equations [J ]. J. F lu id M ech.

1981, 107: 4992508.

[9 ]　L eV eque R J. Balancing source term s and flux grad2

ien ts in h igh2reso lu tion Godunov m ethods: T he qua2

sisteady w ave2p ropagation algo rithm [J ]. J . Com 2
p u t. P hy s. 1998. 1462346.

A d iscrete-veloc ity m odel for the sha llow water long wave equation
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(M echan ics Section, D epartm ent of M athem atics, J ilin U niversity, Changchun 130012, Ch ina;

2. Changchun Institu t le of Op tics and F ine M echan ics, Changchun 130022, Ch ina)

Abstract: A discrete2velocity model is u sed fo r so lving the shallow w ater equat ion s. T he gas m acro2dy2
nam ics equat ion s are compared w ith the shallow w ater equat ion s and the near2equ ilib rium flow m ethod

given by N agiga is u sed to sim u la te the con t inue andöo r discon t inue so lu t ion s of the shallow w ater equa2
t ion. A one2dim en sional D am 2B reak ing p rob lem and a con t inuou s so lu t ion p rob lem p rovidedby T hacker

are studied by the p resen t m ethod and the co rresponding so lu t ion s are compared w ith the exact so lu2
t ion s. L ast ly, the sim u la t ion of the p rob lem fo r w ater f low over a ridge is a lso carried ou t.

Key words: shallow w ater equat ion; d iscrete velocity m ethod
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