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摘要：高分子稀溶液的结构流变学模型是复杂流体多尺 度 模 型 的 重 要 基 础，其 多 年 来 的 成 就 难 掩 其 近 线 性、近 平 衡 的

局限和数学上的不足．介绍了研究高分子稀溶液微宏观（多尺度）模型的新进展，包括确定性和随机性２种形式的本构模

型；综述了哑铃分子多尺度模型在数学分析和数值模拟进展以及微观模型的约化及封闭近似等研究工作．
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　　高分子稀溶液的动力学理论可追溯到２０世纪４０
年代［１－２］，其思想方法的实质是从微观离散的分子力学

模型出发，用一种非平衡态统计力学和连续介质力学

结合的方法，导出流体的宏观力学性质的本构方程，结
合经典的ＮＳ方程，研 究 高 分 子 的 应 力 贡 献 和 高 分 子

构型形变的关系，这种方法开辟了高分子结构流变学

领域．５０年代Ｒｏｕｓｅ［３］提出研究高分子稀溶液哑铃模

型，继 而 推 广 到 珠 簧 链 模 型，接 着 Ｌｏｄｇｅ等［４］和

Ｍｃｌｅｉｓｈ等［５］引 入 流 体 力 学 相 互 作 用．此 后 由 Ｌｏｄｇｅ
等［４］导出了显式的流变学本构方程，并给出了黏性流

场下的物料函数的解析表达式．２０世纪７０年代以 来

高分子稀溶液的理论结构逐步完善，并进行了细致的

实验检验，针对不足之处又有各种新的探索，得到了不

断修正的连续介质力学的物理模型［２］．在高分子稀溶

液的理论基础上，人们发展了高分子亚浓溶液和浓溶

液［５］．由于早期模型建立都是简单地考虑均匀流场，为
了得到宏观本构方程，必须对单一粒子分布函数的扩

散方程取系综，而方程本身由于珠子之间非线性的熵

弹性力，及两粒子相互作用分布函数的存在，很难得到

精确的本构方程，许多模型只能采取一些十分粗糙的

假定，得到封闭近似的基本方程组．为了检验封闭近似

的合理性，需要将分子模型的数值模拟与流动守恒方

程的数值解相结合，这是建立高分子稀溶液的多尺度

模型的目的之一．近年来，多尺度模型和数值模拟在预

测微流场或受限流下的高分子流变行为得到了广泛的

关注并取得一定的进展［６－７］．研究表明，高分子 稀 溶 液

在微尺度下的流变行为与在宏观尺度下有很大不同，

一些在宏观尺度下被忽略或者粗化，平均化的因素，如
壁面滑移、流动诱导相分离等，在微尺度下可能会有显

著的影响，因此需要考虑更低时间或者空间尺度的理

论模型和实验表征仪器［８－９］．本文将从Ｂｉｒｄ等［１０］建立

的广义相空间下的运动学理论出发，总结高分子稀溶

液动力学多尺度模型的解的性质的研究工作、数值模

拟进展，以及模型约化和已有的各种封闭近似．常用的

聚合物分 子 力 学 模 型 有 珠 杆 链 模 型 和 珠 簧 链 模 型２
种［１１］．这２种模型描述了２种分子内部相 互 作 用 力：

模型约束或各种弹簧力．每一对珠杆代表高分子的一

库恩长度，由若干个库恩长度组成的一个统计链段或

亚分子表示的是一对珠簧，从而把高分子链抽象为珠

簧链．由于珠簧链模型一般被视为珠杆链模型的粗化

的结果［１１］，本文 仅 考 虑 高 分 子 稀 溶 液 的 珠 簧 链 模 型，

而链式模型的链只有２个珠子组成时，链式模型就是

哑铃模型．为简便计，下面仅以哑铃式分子模型为例来

介绍相应的微－宏观流变模型的研究进展．

１　哑铃式分子模型的微－宏观描述

哑铃分子模型的稀溶液，不考虑化学反应，其在相

空间的分布函数满足

　　ｄｆｄｔ≡
ｆ
ｔ＋

Ｌｆ， （１）

其中Ｌ是Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ算子，具体形式［１２］为
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（２）
其中（ｒαｉｃ，Ｑαｉ，ｐαｉｃ，Ｐαｉ）表示物质α的哑铃分子ｉ在相空

间的点，即ｒαｉｃ 表示从给定原点到物质α的哑铃分子ｉ
的质心的向量，Ｑαｉ 表示哑铃分子ｉ的第１个珠子指向

第２个珠子的连接向量，（ｐαｉｃ，Ｐαｉ）是（ｒαｉｃ，Ｑαｉ）对应的动

量向量，ｍα 表示物质α的一个哑铃分子的质量，Ｆ（ｅ）αｉ，

Ｆαｉ 分别表示外部的作用势和其他哑铃分子对哑铃分

子ｉ在质心处施加的力，Ｆ（）αｉ＋Ｆ（ｅ）αｉ＋Ｆ（ｄ）αｉ 是哑铃分

子ｉ内的２个珠子之间力的总和．
仅考虑２个粒子之间的作用，定义单一粒子的相

空间分布函数为

　　ｆα（ｒ，Ｑ，ｐ，Ｐ，ｔ）＝ 〈∑
ｉ
δ（ｒａｉＣ －ｒ）δ（Ｑａｉｃ －Ｑ）

　　　δ（ｐａｉｃ －ｐ）δ（Ｐａｉｃ －Ｐ）〉， （３）

其中〈Ｂ〉＝∫Ｂｆ（ｘ，ｔ）ｄｘ表示对Ｂ取系综平均，ｘ表示

相空间的点，故单一粒子的分布函数满足：

　　 ｔｆα＋
１
ｍαｐ

·ｆ（ ）α ＋ ４ｍαＰαｉ Ｑｆα＋
　　　 Ｆ（ｅ）·ｐｆ（ ）α ＋［Ｆ（ｅ）αｉ＋Ｆαｉ］·ｐｆα＋
　　　［Ｆ（φ）αｉ＋Ｆ（ｅ）αｉ＋Ｆ（ｄ）αｉ］·Ｐｆα ＝

０． （４）

单一粒子的分布函数的扩散方程是多体系统最重要的

动力学方程之 一［１３］．通 过 该 方 程，适 当 选 取 动 力 学 变

量的系综，可以得到一系列流体动力学方程和输运方

程组［１０］．
对单一粒子分布函数的扩散方程两边在动量空间

进行积分，得到哑铃模型在位形空间的分布函数［１０］

　　Ψαｔ ＝－ｒ
·（［ｒ］αΨα）－ Ｑ

·（［Ｑ］αΨα）， （５）

其中

　　［Ｂ］α ＝Ｂｆα（ｒ，Ｑ，ｐ，Ｐ，ｔ）ｄｐｄＰ，
　　Ψα（ｒ，Ｑ，ｔ）＝ｆα（ｒ，Ｑ，ｐ，Ｐ，ｔ）ｄｐｄＰ．
对单一粒子分布函数的扩散方程两边乘以Ｐ，可得到

动量方程，忽略掉惯性项，假定ｖ１－ｖ２ ≈－ｖｃ·Ｑ和

ｖ１＋ｖ２ ≈２ｖｃ 即认为速度场在哑铃尺度上是线性变化

的，由得到的广义的力平衡方程可以求出

　　［ｒ］α ＝ｖ（ｒ）－ｋＴ２ζ
ｌｎΨα
ｒ

，

　　［Ｑ］α ＝ （ｖ）Ｔ·ＱΨα－２ｋＴ
ζ
ｌｎΨα
Ｑ －２

ζ
Ｆα，（６）

式中ｋ为Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ常数，Ｔ为绝对温度，Ｑ为哑铃的

位形向量，Ｆα 为 弹 簧 张 力，ｖ为 溶 液 速 度，ζ为 球 的 阻

力系数．在线性变化基础上，若考虑速度场在哑铃尺度

上的额外变化即哑铃分子的小球对溶剂流动的干扰，

穿过分子链的流体流速要比流经分子链外部时缓慢，
这种作 用 称“流 体 动 力 学 相 互 作 用”，可 以 用 Ｏｓｅｅｎ－
Ｂｕｒｇｅｒｓ张量或者它的不变量来描述［１０］．

分布函数扩 散 方 程 可 写 成 标 准 的Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ
形式［１４］：

　　Ψαｔ ＝－ｒ
·（ｖΨα）＋ｋＴ２ζ


ｒ
·
ｒΨα－

　　　 Ｑ
· （ｖ）Ｔ·Ｑ－２

ζ
Ｆ（ ）α Ψα＋２ｋＴζ 

Ｑ
·
ＱΨα

．

（７）

如果考虑位形分布函数与空间位置无关即式（７）右边

第二项的扩散项为零，则简化的方程对应的伊藤随机

微分方程（Ｂｒｏｗｎｉａｎ动力学方程）［１５］为

　　ｄＱｔ ＝ （ｖ）Ｔ·Ｑｔ－２
ζ
Ｆ（ ）α ｄｔ＋ ４ｋＴ槡ζ ｄＷｔ， （８）

其中Ｑｔ 是随机变量，Ｗｔ 是标准维纳过程．考虑恒温下

的宏观的流体力学方程组：

　　·ｕ＝０，

　　ρ
ｕ
ｔ＋

ｕ·（ ）ｕ ＝－ｐ＋ηｓΔｕ＋·τ， （９）

这里ηｓ 是溶剂黏度，τ是高分子链（哑铃）对应力的贡

献部分，它需 要 微 观 尺 度 下 的 系 综 表 达，其 确 定 性 表

达为：

　　τ≡－ｋＴ∫Ψα（ｒ，Ｑ，ｔ）ｄＱ＋∫ＱＦα（Ｑ）ΨαｄＱ，
（１０）

其中珠子数密度ｎ（ｒ，ｔ）≡∫Ψα（ｒ，Ｑ，ｔ）ｄＱ，和随机性表

达为

　　τ≡－ｎｋＴＩ＋Ｅ（ＱｔＦα（Ｑｔ））， （１１）

需要说明的是，基于分布函数的应力定义是更一般性

的，即使在简单剪切流场，它允许应力在空间上的非均

一性，而基于随机变量的应力定义假定了粒子数密度

的均一性和应力的局部均一性．在后面Ｂｒｏｗｎ动力学

模拟会详细介绍这一点．为修正这一点，Ｓｃｈｉｅｂｅｒ［１６］提

出了完全非均一的Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程，但未见相应的数值

结果的文献报道．
显然，方程（７），（９）和（１０）是一组 以 确 定 性 方 式

描述物理过程的方程组，而方程（８），（９）和（１１）是一

组以随机性方式描述物理过程的方程组，我们分别称

它们 为 确 定 性 微－宏 观 模 型 和 随 机 性 微－宏 观 模 型．为

·０９２·
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使上述方程组 完 备，需 要 确 定 弹 簧 张 力Ｆα．最 简 单 的

弹簧张力是 Ｈｏｏｋｅａｎ弹簧张力，即弹簧张力与位形矢

量成正比［１１］，通常表示为Ｆα＝ＨＱ．该模型简单，但由

于其剪切黏度是常数，不能预测剪切变稀，以及假设哑

铃（链）可以被无限拉伸，导致在高拉伸速率下拉伸黏

度无限增大．为了克服这些弊端，用非线性弹簧力关系

限制哑铃拉伸在一临界长度，Ｂｉｒｄ等［１０］用逆Ｌａｎｇｅｖｉｎ
函数Ｌ－１（）来描述弹簧张力．这里

　　Ｌ（β）≡ｃｏｔｈβ－
１
β
，ｃｏｔｈβ≡（ｅβ＋ｅ－β）／（ｅβ－ｅ－β），

因为Ｌ－１（）不 是Ｑ的 解 析 函 数，Ｗａｒｎｅｒ［１７］ 提 出 用 逆

Ｌａｎｇｅｖｉｎ 函 数 Ｌ－１（）的 近 似 表 达 式 Ｆα（Ｑ）＝
Ｈ

１－（Ｑ／Ｑｓ）２Ｑ
来描述弹簧张力，称之为ＦＥＮＥ（ｆｉｎｉｔｅｌｙ

ｅｘｔｅｎｓｉｂｌｅ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｅｌａｓｔｉｃ）弹簧张力．ＦＥＮＥ近似已

被广泛地应用在高分子稀溶液理论模型中．为了改进

对弹簧张力的描述，Ｃｏｈｅｎ［１８］ 提出Ｆα（Ｑ）＝ １３ＨＱ＋

２
３

Ｈ
１－（Ｑ／Ｑｓ）２Ｑ

，称为Ｐａｄｅ　ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ［１１］．显然，

该模型可视为线性 Ｈｏｏｋｅａｎ力和非线性ＦＥＮＥ力的

一个线性组合．

２　哑铃分子的多尺度模型的数学分析

和数值模拟进展

２．１　解的性质

几乎所有研究高分子稀溶液的多尺度模型的解的

性质工作 仅 考 虑 均 匀 流 场 或 者 局 部 均 匀 流 场（忽 略

Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方 程 的 分 布 函 数 的 空 间 扩 散 项，即 式

（７）右边第二项）．需要提到的是，Ｂａｒｒｅｔｔ等［１９］考虑了

一般性的非均一流场的ＦＥＮＥ－确定性微宏观模型，把

Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ方向 软 化 因 子［１９］替 换 成 它 的 各 向 同 性 部

分，修正 了 应 力 的 Ｋｒａｍｅｒｓ表 达 形 式，得 到 了 模 型 的

全局弱解存在性．不同的正则化处理的研究参见文献

［２０－２１］．在 最 新 的 研 究 工 作 中，Ｍａｓｍｏｕｄｉ［２２］证 明 了

不考虑扩散项 时ＦＥＮＥ确 定 性 微 宏 观 模 型 的 整 体 弱

解存在，有意思的是，Ｂａｒｒｅｔｔ和Ｓｕｌｉ［２０］认为考虑扩散

项使得ＦＥＮＥ确 定 性 微 宏 观 模 型 的 解 的 分 析 变 得 更

简单，特别地，Ｂａｒｒｅｔｔ和Ｓｕｌｉ［２３］考 虑 了 高 分 子 稀 溶 液

的密度和溶剂 黏 度 都 可 变 的ＦＥＮＥ确 定 性 微 宏 观 模

型的整体弱解存在性．李铁军和张平文［２４］、Ｂａｒｒｅｔｔ和

Ｓｕｌｉ［２５］以及Ｂｒｉｓ和Ｌｅｌｉèｖｒｅ［２６］则 综 述 了 微－宏 观 模 型

的解的性质的详细进展．

２．２　Ｂｒｏｗｎｉａｎ动力学模拟

ＦＥＮＥ－随机性微－宏 观 模 型 的 数 值 模 拟 是 在 宏 观

尺度上采用有限元方法计算速度场，而在微观尺度利

用随机模拟方法计算大量聚合物分子的构型，然后计

算其系综平均，得到聚合物分子对应力的贡献，从而

避开了需要封 闭 近 似 的 本 构 方 程［１５］．宏 观 尺 度 的 ＮＳ
方程的数值方法已经得到了很多的发展，故这里仅关

注 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方 程 （８）的 Ｂｒｏｗｎ 动 力 学 模 拟 的 进

展［２７－２８］，Ｌａｓｏ和 Ｏｔｔｉｎｇｅｒ［２９］最 早 提 出 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ体

系下的Ｂｒｏｗｎｉａｎ动 力 学 模 拟，其 中 一 个 特 点 是 必 须

跟踪每个元胞的粒子的轨迹，每一个时间步长统计进

出元胞的粒子数，离开元胞的粒子都假定跑到最邻近

的元胞（一级近似），由元胞内大量粒子样计算一些矩

量，获得宏观的聚合物应力，用于流动求解．该方法称

为 ＣＯＮＮＦＦＥＳＳＩＴ （ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｎｏｎ－Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ
ｆｌｏｗ：ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔｓ　ａｎｄ　ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｔｅｃｈ－
ｎｉｑｕｅ），最初开始计算的是一维ｓｔａｒｔ－ｕｐ平面Ｃｏｕｅｔｔｅ
流，后来推广到二维流动，在标准有限元程序包中加入

分子模型位形变化的直接模拟，采用 Ｈｏｏｋｅａｎ哑 铃，
计算４∶１轴 对 称 收 缩 流［３０］．ｔｔｉｎｇｅｒ［１５］系 统 地 完 善 了

该方法的理论框架，并应用到高分子其他模型的多尺

度模拟，近２０年来大量研究高分子流体的微观宏观模

型选择用ＣＯＮＮＦＦＥＳＳＩＴ方法做数 值 模 拟 和 考 查 封

闭近似的 准 确 性．Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ体 系 下 的Ｂｒｏｗｎｉａｎ动

力学模拟的缺点是必须跟踪每个粒子，这样使得Ｌａｎ－
ｇｅｖｉｎ方程的随机项对应的Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动具有空间依

赖性，使得计算量变得非常繁重，而且粘弹性应力的统

计误差比较大［３１］．控制噪音带来的误差即方差缩减方

法有２种：１）是考虑Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的空间相关性，该
方法来源于重要采样原理，其前提是初始的随机变量

与空 间 无 关 和 局 部 空 间 内 的Ｂｒｏｗｎｉａｎ运 动 是 相 同

的，Ｊｏｕｒｄａｉｎ等［３２］讨论了这个假设的合理性．２）控制

变量方法［３３］，假设Ｘ 和Ｙ 是 随 机 变 量，计 算Ｘ 的 期

望用公式

　　Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ－Ｙ）＋Ｅ（Ｙ）， （１２）
其中Ｅ（Ｘ－Ｙ）用随机模拟的方式计算，Ｅ（Ｙ）的 计 算

是确定性的．如 何 寻 找 好 的 控 制 变 量Ｙ 是 关 键，同 时

控制变量Ｙ 往 往 是 封 闭 近 似 得 到 宏 观 本 构 方 程 一 个

很好的 选 择．对 于ＦＥＮＥ哑 铃 分 子 模 型，控 制 变 量Ｙ
对应的封闭近似模型有Ｏｌｄｒｏｙｄ－Ｂ，ＦＥＮＥ－Ｐ，ＦＥＮＥ－

Ｌ，ＦＥＮＥ－Ｓ，ＦＥＮＥ－Ｄ 等［３４－３８］．ＣＯＮＮＦＦＥＳＳＩＴ 方 法

的突 破 性 进 展 是 采 用 关 联 局 部 系 综（ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ　ｌｏｃａｌ
ｅｎｓｅｍｂｌｅｓ），即假设每个物元或者拉格朗日粒子的初

始值由哑铃分子构成的局部系综是相同的，该方法首

·１９２·
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次应用在Ｈｕｌｓｅｎ等［３９］提出的Ｂｒｏｗｎｉａｎ　ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ
ｆｉｅｌｄ（ＢＣＦ），该方法是对关联局部系综在欧拉形式下

的实现，改善了应力和速度在空间上的光滑性，它不需

要跟踪粒子 的 轨 迹，大 大 减 少 了 计 算 量．接 着，Ｈａｌｉｎ
等［４０］提出关联局部系综在拉格朗日形式下实现的方

法即Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ　ｐａｒｔｉｃｌｅ　ｍｅｔｈｏｄ（ＬＰＭ），在此基础上

Ｇａｌｌｅｚ等［４１］提 出 了 自 适 应 的 Ａｄａｐａｔｉｖｅ　ＬＰＭ（ＡＬ－
ＰＭ），Ｗａｐｐｅｒｏｍ等［４２］发展了向后跟踪的ＬＰＭ（Ｂａｃｋ－
ｗａｒｄ　ＬＰＭ，ＢＬＰＭ）．关联局部系综会带来少许人工的

空间相关性［２８］，故其不能应用于流场的尺度和高分子

尺度在同一数量级的情况．Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程的时间离散

对计算的影响也得到了大量的研究．时间步进方法从

最早 的 显 式 方 法，Ｏｔｔｉｎｇｅｒ的 预 估 校 正［１５］，发 展 到

Ｌａｓｏ等［４３－４４］的完全隐式．在ＣＯＮＮＦＦＥＳＳＩＴ基础上，

Ｐｒｉｅｔｏ等［４５］首次提出对宏观的守恒定律方程用ｓｅｍｉ－
Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ方 法，该 方 法 可 以 解 Ｗｅｉｓｓｅｎｂｅｒｇ数 达

４４４的强流场问题．基缩减方法在参数化的随机微 分

方程的应用［４６－４７］，也已经推广到ＦＥＮＥ随机性微－宏观

模型［４８－４９］．

２．３　Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方程的数值方法

ＦＥＮＥ－Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方程的 直 接 数 值 模 拟 工 作

近年来才得以重视［１４］．原因在于ＦＥＮＥ哑铃模型拓展

到ＦＥＮＥ珠 簧 链 模 型，链 上 的 珠 子 数 增 多 使 得Ｆｏｋ－
ｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方程的维 数 大 大 增 加，方 程 的 离 散 变 得 非

常困难［２８，３３］．另一个难点在于数值方法必须考虑位形

分布函数的非负性和归一化．但微观－宏观确定性模拟

方法也具有特定的优点：首先，该方法直接计算Ｆｏｋ－
ｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方 程，与 随 机 模 拟 方 法 相 比，它 的 计 算 结

果不会出现随机噪声，其次在相同的计算条件下，其

计算结果的精度和计算效率均优于随机模拟方法．早

期的工作由 Ｗａｒｎｅｒ［１７］研究了稳定剪切流和小振幅振

荡 剪 切 流 下 的 哑 铃 Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ模 型 的 数 值 解．
ＭＩＴ的 Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ研 究 小 组［４６－４７］用 不 连 续 的 Ｇａｌｅｒ－
ｋｉｎ方法对哑铃Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方程进行空间离散，用

Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小 波 基 函 数 表 示 构 型 向 量．Ｊｅｎｄｒｅｊａｃｋ
等［５０］用算子分裂方法把Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方程分为对流

和扩散 两 部 分，扩 散 部 分 用 Ｂｒｏｗｎｉａｎ　ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ
ｆｉｅｌｄ方 法，对 流 部 分 用Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多 项 式 以 基 函 数 的

谱方法．这 种 方 法 改 善 了 单 纯 用Ｂｒｏｗｎｉａｎ动 力 学 模

拟造成的空间光滑性损失．类似的，Ｃｈａｕｖｉèｒｅ等［５１］用

时间分裂方法也能改善光滑性损失的情形．
对于高维的Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方程，如ｄ＋１个珠子

构成的一珠簧链，假定边界的一个维度的网格点数是

Ｎ，传 统 的 完 全 张 量 积 需 要Ｏ（Ｎｄ）基 函 数，Ｆｏｋｋｅｒ－

Ｐｌａｎｃｋ方 程 的 数 值 解 的 计 算 复 杂 度 与 存 贮 复 杂 度 随

维数指数增长，这会造成所谓的“维数灾难”，为克服或

减弱维数灾 难，一 种 方 法 是 稀 疏 网 格 方 法［５２－５３］，仅 需

要Ｏ（Ｎ·（ｌｏｇＮ）ｄ－１）基函数，若基函数为分段线性函

数，收 敛 速 度 则 为 Ｏ（Ｎ－２·（ｌｏｇＮ）ｄ－１），Ｄｅｌａｕｎａｙ
等［５４］用稀疏张量积空间来表示分布函数，求解６个珠

子组成的 珠 簧 链Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方 程，得 到 在 稳 态 简

单剪切流下的数值解．虽然稀疏网格方法的收敛速度

基本与空间维 度 无 关，但 前 面 的 常 数 随ｄ指 数 增 长，

自适应方法并不能有效地改善这一点［５５］，稀疏网格方

法仅局限在中等维数（ｄ＜２１）的 问 题［５６］．另 一 种 方 法

是低 秩 分 解 算 法［５７］，其 思 想 是 对 未 知 量 进 行 独 立 表

示［５８］，通过迭代 小 于 容 许 的 误 差 选 择 最 优 的 张 量 积，

若分布函数可用ｄ个单变量函数的乘积的Ｍ 项加和

表示，则Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋｓ的自由度为Ｍ×Ｎ×ｄ，Ａｍ－
ｍｅｒ等［５７］最早应用低秩分解方法解ＦＥＮＥ－确定性微－
宏观模型，不同于经典数值方法的形函数，这些单变量

函 数 是 未 知 的 先 验（ｕｎｋｎｏｗｎ　ａ　ｐｒｉｏｒｉ），需 要 先 对

Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方 程 的 弱 形 式 进 行 近 似 的 独 立 表 示，
再解得到的非线性代数方程组．应用低秩分解算法是

解长珠簧链Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方程的新方向［５９］，Ｃｈｉｎｅｓ－
ｔａ等［６０］提 出 的 更 一 般 的 高 维 问 题 的 数 值 方 法ＰＧＤ
（ｐｒｏｐｅｒ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ），进行模型的空间

维度约化，可以解决百维级别的复杂问题［６１］．

３　模型约化和封闭近似

封闭近似是分布函数到矩的桥梁［６２］．哑铃的位形

分布函数的扩散方程里的非线性弹簧力使得位形分布

函数的矩满足的方程不封闭．一般说来，我们提到的哑

铃模型封闭近似是从单一粒子分布函数到位形矢量的

矩．位形矢量的二阶矩分别直接关联高分子的构型张

量，由于ＦＥＮＥ哑 铃 位 形 分 布 函 数 的 扩 散 方 程 包 含

〈 ＨＱＱ
１－｜Ｑ｜２／Ｑ２０

〉的项，因 而 得 到 的 方 程 不 封 闭［３５］．不 考

虑分 布 函 数 的 物 理 空 间 扩 散 项，直 接 平 均 化

〈 ＨＱＱ
１－｜Ｑ｜２／Ｑ２０

〉≈〈ＱＱ〉 Ｈ〈ＱＱ〉
〈１－｜Ｑ｜２／Ｑ２０〉

，可 得 到 宏 观 的

ＦＥＮＥ－Ｐ本构方程［３４］，在ＦＥＮＥ－Ｐ模型基础上的修正

的模型有ＦＥＮＥ－ＣＲ，ＦＥＮＥ－Ｐ－Ｂ等［６３］，但此类修正不

是直接从分布到矩 的 封 闭 近 似．ＦＥＮＥ－Ｐ模 型 可 看 成

单参数分布函数的二阶矩封闭近似得到的结果［３５］．引

入参数分布得到封闭方程是非平衡态统计热力学的常

用的方法［６２］，在 高 分 子 动 力 学 有 非 常 广 泛 的 应 用．该

·２９２·
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方法的思想是用ｎ个待定宏观状态变量组成的集来描

述构型 分 布 函 数，根 据 Ｖｅｒｌｅｙｅ等 的 方 法［６４］，限 制 位

形分布函数的容 许 空 间 在ｍ 个 参 数 的 正 则 分 布 子 集

来得到封闭的宏观本构方程．选取偶次矩为宏观状态

变量，即〈Ｑ２ｋ〉ｐ，ｋ＝１，…，ｎ，其 中ｐ表 示ｍ 个 参 数 组

成的参 数 集，可 得 到 一 系 列 的 封 闭 模 型，如 ＦＥＮＥ－
Ｐ２［３５］，ＦＥＮＥ－Ｌ［３５］和 ＦＥＮＥ－ＬＳ［３６］等．Ｙｕ　Ｐｅｎｇ等［３７］

提出了一类光滑的参数分布函数，其形式为一平衡态

高斯分布的形式乘以一个代数多项式因子，最大的特

点是宏观状态变量的选取不单单是Ｑ的偶次矩，在二

维流场情况 下，用 标 量 形 式 的 宏 观 变 量〈Ｑ２〉ｐ，〈Ｑ２１－

Ｑ２２〉ｐ，〈Ｑ１Ｑ２〉ｐ 得 到ＦＥＮＥ－Ｓ模 型 及 在 此 模 型 上 改 进

的ＦＥＮＥ－ＳＭ和ＦＥＮＥ－Ｄ模型［６５］，改进后的ＦＥＮＥ－Ｄ
模型考虑了在高剪切速率或高拉伸速率下分布函数的

峰位的变化，可以很好地模拟ＦＥＮＥ流体在二维稳态

强流场的流变行为［３８］．该类模型目前还没有推广到三

维流场．类似的在其他多尺度模型里如液晶高分子等，
通过显式的参数分布函数形式，选取恰当的宏观状态

变量，可得到封闭的本构方程［１］．高分子稀溶液中，除

了ＦＥＮＥ模型的 封 闭 近 似，考 虑 流 体 力 学 相 互 作 用，

ｔｔｉｎｇｅｒ［６６］用高斯近似方法考虑了有流体力学相互作

用的 Ｈｏｏｋｅａｎ哑铃稀溶液模型，得到了宏观的本构方

程．同样的方法推广到有排除体积效应的 Ｈｏｏｋｅａｎ哑

铃稀溶液模型．类似地假定位形分布函数是高斯分布

的做法也成功地应用在高分子稀溶液各类模型的流体

力学相互作用、排 除 体 积、内 粘 滞 黏 度 的 封 闭 近 似［６７］

上．这些宏观本构方程在强流场下的适用性可以用微

观宏观多尺度模型的数值解进行验证．
好的封闭近似应不仅仅是数学上的近似，同时也

需要考虑热力学结构上的自洽［６２］．微观模型约化的一

个重要途径是基于时间尺度的分离，即假设微观模型

的自由度可分成”快”和”慢”两类，快的自由度可认为

在宏观尺度上是平衡的，因此宏观模型仅与慢自由度

所在的低维流形有关［６８］．拟平衡近似（也叫最大熵原

理或广义正则系综）可用来确 定 这 个 低 维 流 形．应 用

拟平衡近似，Ｉｌｇ等［６９］选取宏观状态变量〈Ｑ２ｋ〉Λ，ｋ＝１，
…，ｎ，其中Λ是拉格朗日乘子，把ＦＥＮＥ势函数的矩

近似成宏观状态张量的迹的函数，得出参数分布函数

的显式表达式，为一对称的高斯分布函数．Ｗａｎｇ　Ｈａｎ
等［７０］则用分段线性逼近近似求得Λ，Ｈｙｏｎ等［７１］则在

Ｗａｎｇ　Ｈａｎ的ＦＥＮＥ－ＱＥ基础上用近似的显式参数分

布函 数，类 似 于 ＦＥＮＥ－Ｓ 模 型 所 用 的 形 式，得 到

ＦＥＮＥ－ＭＥＰ模型．３种方法的不同关键在于宏观状态

变量即矩的选取及如何求Λ．从分布函数到矩的封闭

过程即模型约化的准确度可由Ｇｏｒｂａｎ和Ｋａｒｌｉｎ［７２］提

出的不变流形方法．模型约化的动态方差小于容许的

误差值表明封闭近似是合理的．近年来，由 Ａｌｌａｎ［７３］，

Ｍｏｒｒｉｓｏｎ［７４］提 出 的 Ｍｅｔｒｉｐｌｅｃｔｉｃ结 构，在 耗 散 体 系

里，可以自然 地 嵌 入 能 量 守 恒 及 熵 增 加 热 力 学 性 质，

Ｍｉｒｏｓｌａｖ和 ｔｔｉｎｇｅｒ［７５－７６］提 出 了 ＧＥＮＥＲＩＣ（ｇｅｎｅｒａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｎｏｎｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅ－ｉｒｒｅｖｅｒｓｉ－
ｂｌｅ　ｃｏｕｐｌｉｎｇ）热力 学 框 架，动 力 系 统 方 程 的 结 构 可 由

熵守恒的泊松括号和能量守恒的耗散括号组成，应用

投影算子技巧，在描述复杂流体的多尺度模型上已经

取得非常大的成功［７７］．基于非平衡热力学结构的多尺

度描述高分子流体，以及相应的微观模型的约化，封闭

近似将会得到更多的关注．
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