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摘要: 通过杂交元位移场直接推导了单元基本变形模式，并且采用联合正交条件提出一种新的

正交化方法，所得到的正交基本变形模式不仅具有简单的变形特征而且和材料参数无关，可以方

便有效地考察单元性能，为评价不同杂交元提供了一个统一的参考标准． 在此基础上利用柔度矩

阵正定性给出一种简单有效的零能模式识别方法，并进一步利用基本变形模式和初始应力模式之

间耦合关系，提出一种抑制杂交元零能模式的假设应力场方法，同时指出基本变形模式正交性是

抑制单元零能模式的充分必要条件． 2D-4 节点和 3D-8 节点单元的数值算例说明了该文基本变形

模式方法的有效性．
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引 言

杂交有限元方法［1］由于具有良好的求解精度已经得到很大发展［2-5］，被成功应用到许多

科学和工程问题中［6-9］． 杂交元分析中如何正确构建假设应力场是一个关键问题，不合适假设

应力场可能使单元不稳定而无法正常使用． 著名 Babuska-Brezzi 条件是单元稳定性的充要条

件［10］，但由于十分复杂而难以直接应用，实际计算中通常采用抑制零能模式来保证单元的稳

定性［11］． 许多学者提出了各种有效的假设应力场方法［12-13］，Huang［14］提出本征变形模式并由

此采用数值迭代求解避免零能模式的应力模式; Feng 和 Hoa 等［15］进一步提出构造应力模式

的分类方法; 张灿辉等［16］提出基本变形模式方法，但由于没有进行正交化而不能充分保证单

元避免零能模式． 为了得到理想假设应力场需要比较不同杂交元性能［17］，一般采用模态分析

方法［14-15］，但需要计算与材料参数有关的特征值和特征向量或振型，由于振型所对应变形十

分复杂所以识别较为困难．
本文提出了杂交元基本变形模式，并给出了一种新的正交化方法，得到的正交基本变形模
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式不含任何材料参数而且具有简单变形特征． 进而在此基础上提出一种识别零能模式的有效

方法以及避免杂交元零能模式的假设应力场方法，同时指出基本变形模式正交性是单元避免

零能模式的充分必要条件，2D-4 节点和 3D-8 节点单元的数值算例说明了本文方法的有效性．

1 杂交元正交基本变形模式

杂交元假设应力场为［9］

σ = ∑
M

i = 1
σiβi = Pβ，P {= σ1，σ2，…，σ }M ，βT {= β1，β2，…，β }M ， ( 1)

式中，M 为应力模式个数，P 为假设应力矩阵，β 为相应的应力参数向量． 同时，在单元内部独

立假设位移场为

u = ∑
nen

i = 1
Niqi = Na， ( 2)

式中，nen 为单元节点个数，N 为形函数矩阵，a 为单元节点位移向量．
利用 Hellinger-Reissner 变分原理，可以得到杂交元刚度矩阵以及应力参数和节点位移的

关系

K = GTHG ( 3)

和

β = H －1Ga， ( 4)

其中

H = ∫Ω e
PTSPdΩ，G = ∫Ω e

PT ( LN) dΩ， ( 5)

式中，Ω e 代表单元区域，L为微分算子，S 为材料柔度矩阵． 考虑 n 个自由度的单元，其中包含

r 个刚体自由度和m = n － r 个变形自由度，则单元的任意位移向量 a都可以用 n 个线性无关的

基向量 ai 的线性组合表示，即

a = ∑
n

i = 1
αiai ． ( 6)

线性无关向量 ai 的选择并不唯一，最方便的选择是 n 个单位向量，但它们不能明显区分变形特

征和刚体运动特征． Huang［14］提出本征变形模式方法，但需要用数值迭代求解． 由于刚体模式

所对应位移为与坐标无关的常数，所以可以结合转动方程确定相应的刚体模式参数，从而把任

意位移场分解为 m 个基本变形模式和 r 个刚体运动模式的组合，即式( 2) 可以写成

u = ∑
m

i = 1
αiui +∑

r

k = 1
αm+kum+k， ( 7)

其中 ui 为基本位移模式． 利用单元节点的自然坐标可以得到对应的节点位移向量:

ai =
ui ( ξ1 )


ui ( ξnen

{ }
)

， i = 1，2，…，n， ( 8)

其中，ξ1，ξ2，…，ξnen 为单元节点的自然坐标． 利用基本变形可描述任意变形，从而可以考察单

元性能． 但由于与横向变形有关的 Poisson 效应使得相同类型的变形模式互相耦合，这为单元

性能分析以及零能模式的识别和抑制带来困难．
方便起见，定义包含 i 个基本变形模式的子空间:
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Di {= a∈ Rn a = ∑
i

k = 1
αkak，αk ∈ }R ， i = 1，2，…，m ． ( 9)

对不包含零能模式的单元，Di 中任意非零变形都应产生正定的应变能，即

U( a) = 1
2 a

TKa ＞ 0， a≠ 0，a∈ Di ． ( 10)

从而可以进一步定义以下能量内积:

( a，Kb) = 1
2 a

TKb， a，b∈ Di ． ( 11)

而标准内积

( a，b) = aTb， a，b∈ Di  Rn ． ( 12)

为了得到正交基本变形模式，考虑以下变换:

di = ∑
m

j = 1
tija j， tii = 1; i = 1，2，…，m， ( 13)

使 di 满足正交条件

( di，Kd j ) = 0， i，j = 1，…，m; i≠ j ． ( 14)

由式( 14) 的正交条件可得 m( m － 1) /2 个方程，难以求出式( 13) 的 m( m － 1) 个未知量． 如果

增加条件: tij = 0，i ＞ j，则成为 Schmidt 方法，所形成正交模式与 Poisson 比有关． 为了得到与材

料参数无关的正交基本变形模式，本文在式( 14) 基础上增加如下正交条件:

( di，d j ) = 0， i，j = 1，…，n; i≠ j ． ( 15)

利用联合正交条件( 14) 和( 15) 进行基本变形模式正交化，可以得到和材料参数无关的正

交基本变形模式，从而可以方便有效地考察单元性能，为评价不同杂交元提供了一个统一的参

考标准．

( a) 2D-4 节点单元 ( b) 3D-8 节点单元

( a) 2D 4-node quadrilateral element ( b) 3D 8-node hexahedral element

图 1 杂交应力元

Fig． 1 Hybrid elements

以二维四节点平面单元为例，如图 1( a) 所示，其位移场可以展开为

u = a0 + a1ξ + a2η + a3ξη，

v = b0 + b1ξ + b2η + b3ξη
{ ，

( 16)

式中，位移参数 ai，bi 和节点位移 ui，vi 为可逆变换
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． ( 17)

利用式( 16) 可以得到单元的转动位移为

ωζ = 1
2 ( v，ξ － u，η ) = 1

2 ( b1 － a2 ) + 1
2 ( b3η － a3ξ) ． ( 18)

式( 16) 和( 18) 中与坐标无关的常数表示单元刚体平动和转动位移，即

u0 = a0，v0 = b0，ω0 = 1
2 ( b1 － a2 ) ． ( 19)

利用式( 19) ，位移场( 16) 可以写成

u{ }v = ∑
5

i = 1
uiαi +∑

3

k = 1
u5+iα5+i ． ( 20)

其中基本变形模式和刚体模式如下:

{u1，u2，u3，u4，u }5 = ξ ξη 0 0 η
0 0[ ]η ξη ξ

{

，

u6，u7，u }8 = － η 1 0
ξ[ ]0 1

{ ，

( 21)

而组合系数为

α1 = a1，α2 = a3，α3 = b2，α4 = b3，

α5 = 1
2 ( b1 + a2 ) ，α6 = 1

2 ( b1 － a2 ) ，α7 = a0，α8 = b0{ ．
( 22)

显然，系数与单元位移参数的变换是非奇异的，所以基本位移模式是彼此独立的． 利用几

何方程，由式( 21) 可以得到基本变形模式所对应的基本应变为

{ε1，ε2，ε3，ε4，ε }5 =
1 η 0 0 0
0 0 1 ξ 0
0 ξ 0 η







2
． ( 23)

利用式( 8) 可以得到基本变形模式所对应的单元节点位移向量． 对各向同性材料以及关于 ξ，η
一次多项式的假设应力场，容易验证只有拉伸基本变形模式即 ai，a j {， i， } {j = 1， }3 相互耦

合，构造下列变形模式:

di = ai + tjia j，d j = tijai + a j， ( 24)

显然，如果 ak 与 ai 和 a j 正交则它亦与 di 和 d j 正交． 利用联合正交条件( 14) 和( 15) 可以得到新

的正交模式为

di = ai + a j，d j = － ai + a j ． ( 25)

本文方法和 Schmidt 方法所生成模式的不同，如图 2 所示． 由于本文正交变形模式为原来

变形模式所组成菱形的对角线，因此和原来变形模式的夹角无关从而不受材料参数影响，它的

变形特征如图 3 所示． 依据变形特征可以把正交基本变形模式分为以下 4 组: G1 ( d1 ) 双向拉

伸( 对称拉伸) ，G2 ( d3 ) 拉压( 反对称拉伸) ，G3 ( d5 ) 纯剪切和 G4 ( d2，d4 ) 纯弯曲，其中，G4 ( d2，

d4 ) 中的每个变形模式虽然沿不同方向弯曲，但具有相同的变形特征，因此具有完全相同的变

形能．
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( a) Schmidt 方法 ( b) 本文方法

( a) Schmidt method ( b) Present method

图 2 2D-4 节点单元变形模式正交化比较

Fig． 2 Comparison between the orthogonalization of deformation modes

for 2D 4-node quadrilateral element

图 3 2D-4 节点单元基本变形模式

Fig． 3 Basic deformation modes of 2D 4-node quadrilateral element

进一步考察图 1( b) 所示的 3D-8 节点体单元，其位移场可展开为

u = a0 + a1ξ + a2η + a3ζ + a4ξη + a5ηζ + a6ζξ + a7ξηζ，

v = b0 + b1ξ + b2η + b3ζ + b4ξη + b5ηζ + b6ζξ + b7ξηζ，

w = c0 + c1ξ + c2η + c3ζ + c4ξη + c5ηζ + c6ζξ + c7ξηζ
{

，

( 26)

其中，ai，bi 和 ci 是与节点位移 ui，vi 和 wi 有关的参数． 采用类似的方法可以得到单元的基本变

形模式，

{
所对应的基本应变模式为

ε1，ε2，ε3，ε4，ε5，ε6，ε7，ε8，ε9，ε10，ε11，ε12，ε13，ε14，ε15，ε16，ε17，ε }18 =
1 η ζ ηζ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 ζ ξ ζξ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 ξ η ξη 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 η 0 ξη 0 0 ζ ζξ 2 2ξ 0 0 0 0
0 0 ξ ξη 0 0 0 0 0 ζ 0 0 0 0 2 2η 0 0
0 ξ 0 ζξ 0 0 η ηζ 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2

















ζ

． ( 27)

容易验证，对各向同性材料 3D-8 节点单元只有弯曲模式即 ai，a j {， i， } {j = 2， }11 {， 3，

}6 {， 7， }10 和拉伸模式即 ai，a j，ak {， i，j， } {k = 1，5， }9 分别互相耦合，其中弯曲模式的正

交化过程与 2D-4 节点单元拉伸模式完全类似，而对拉伸模式的正交化可构建如下变形模式:
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di = d'
i + tkiak，d j = d'

j + tkjak，dk = tikd
'
i + tjkd

'
j + ak， ( 28)

其中

d'
i = ai + a j，d'

j = － ai + a j ． ( 29)

利用联合正交条件( 14) 和( 15) 可以得到新的正交变形模式如下:

di = ai + a j － 2ak，d j = － ai + a j，dk = ai + a j + ak ． ( 30)

( a) Schmidt 方法 ( b) 本文方法

( a) Schmidt method ( b) Present method

图 4 3D-8 节点单元变形模式正交化比较

Fig． 4 Comparison between the orthogonalization of deformation modes

for 3D 8-node hexahedral element

本文方法和 Schmidt 方法所生成模式的不同如图 4 所示． 由于本文正交变形模式为原来

变形模式所组成菱柱形的对角线，因此和原来变形模式的夹角无关从而不受材料参数影响，它

的变形特征如图 5 所示． 依据变形特征可以把正交基本变形模式分为以下 7 组: G1 ( d1 ) 双向

拉伸( 对称拉伸) ，G2 ( d5，d9 ) 拉压( 反对称拉伸) ，G3 ( d13，d15，d17 ) 纯剪切，G4 ( d2，d3，d7 ) 反

对称弯曲，G5 ( d11，d6，d10 ) 对称弯曲，G6 ( d14，d16，d18 ) 纯扭转和 G7 ( d4，d8，d12 ) 纯鞍状变

形，其中，每组中的每个变形模式虽然沿不同方向变形，但具有相同的变形特征，因此具有完全

相同的变形能．

( a) 拉伸和剪切变形

( a) Tension and shear deformation
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( b) 弯曲变形

( b) Bending deformation

( c) 扭转和鞍状变形

( c) Torsion and saddle deformation

图 5 3D-8 节点单元基本变形模式

Fig． 5 Orthogonal basic deformation modes for 3D 8-node hexahedral element

通常采用模态分析方法考察单元性能，单元非零特征值可以写成

λ i = δT
i Kδ i， i = 1，2，…，m， ( 31)

其中，λ i 和 δ i 分别为非零特征值及其对应的特征向量或振型． 式( 31) 说明λ i 代表单元以 δ i 变

形时的刚度． 利用振型可以表示单元任意变形:

a = ∑
m

i = 1
α－ iδ i， α－ i ∈ R，

所以采用模态分析方法可以考察单元性能:

U( a) = 1
2∑

m

i = 1
α－ 2

i λ i， ( 32)

也可以定义如下的基本变形刚度:

γi = dT
i Kdi = 2U( di ) ， i = 1，2，…，m， ( 33)

而任意变形也可以利用正交基本变形模式表示为

a = ∑
m

i = 1
αidi， αi ∈ R，

于是单元能量为
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U( a) = 1
2∑

m

i = 1
α2

i γi = ∑
m

i = 1
α2

iU( di ) ． ( 34)

虽然式( 32) 和( 34) 具有类似的形式，但由于在特征分析中特征值是按照大小顺序排列的，因

此，对不同单元，与特征值对应的振型通常缺少一般性的规律而难以辨认，使得对比特征值并

不容易直接考察不同单元相同变形的性能． 然而，由于本文的正交基本变形模式非常简单和直

观，不仅具有十分清楚的变形特征，而且相同变形类型具有相同的变形能，所以采用它们可以

分组考察不同变形类型的单元性能，同时变形类型个数一般比特征值个数少，使得结果更加简

单明了． 例如 2D-4 节点单元和 3D-8 节点单元分别只需要考察 4 个和 7 个变形类型，而特征方

法却必须分别计算 5 个和 18 个特征值．

2 零能变形模式抑制方法

定义如下基本应变子空间:

E d
i {= εd ∈ ( L2 ( Ω e ) ) nd εd = ( LN) a，a∈ D }i ， i = 1，2，…，m， ( 35)

其中，nd 是应变或应力向量的维数; 同时定义与 E d 对应的应力子空间:

S d
i {= σd ∈ ( L2 ( Ω e ) ) nd σd = S －1εd，εd ∈ E d }i ， i = 1，2，…，m ． ( 36)

定义假设应力子空间

S σ
j {= σ∈ ( L2 ( Ω e ) ) nd σ = ∑

j

k = 1
βkσk，βk ∈ }R ， j = 1，2，…，M ． ( 37)

定义应力模式［4，7］的内积

〈σi，Sσj〉= ∫Ω e
σT

i SσjdΩ， σi，σj ∈ Si +j = S d
i ∪ S σ

j ． ( 38)

记如下基本应力和假设应力之间的内积向量:

v =
〈σd，Sσ1〉


〈σd，SσM

{ }
〉

， ( 39)

其中 σd = S －1εd，εd = ( LN) a， a∈ Dm，

于是利用式( 5) 有

Ga = ∫Ω e
PT ( LN) adΩ = v， ( 40)

所以单元能量可以表示为

U( a) = 1
2 a

TKa = 1
2 v

TH －1v ． ( 41)

由于 H 正定［3］所以从式( 41) 有

定理 1 当且仅当非零变形 a≠ 0 所对应 v = 0，即它所对应应力场与所有假设应力模式

都正交时，该变形为零能模式．
因此，根据定理 1，可以利用内积向量识别零能变形模式，这是一个判定零能变形模式的

简单方法． 而为了抑制零能模式 a，应该 v≠ 0 即至少存在一个应力模式与 a 耦合． 进一步利用

式( 34) ，有

定理 2 如果每个正交基本变形模式都有耦合应力模式从而非零能，即 U( di ) ≠ 0，i =
1，2，…，m，则单元不包含任何零能模式．
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根据定理 2，可以利用正交基本变形模式实现单元零能模式的抑制． 这是一个十分方便的

抑制零能模式方法．
等函数法［18］应力模式可以作为本文方法的初始应力模式，这是因为由等函数法应力模式

所构造杂交元与传统的位移元等价而不包含任何零能变形模式，所以每个基本变形模式至少

能在其中找到一个耦合应力模式，并且每个应力模式只包含一个非零分量从而所得到假设应

力模式比较简单，特别当按照由低阶向高阶顺序排列时，可以得到最优假设应力模式，即只有

m 个最简单应力模式并且所形成单元不包含零能模式． 假设应力场过程如图 6 所示． 当假设应

力场中需要包括其他特殊应力模式时，可以放在初始应力模式最前面．
P
－ {= σ－ 1，σ－ 2，…，σ－ }M

P = Ind
Loop_basic_deformation_mode: Do i = nd + 1，m

Loop_assumed_stress_mode: Do j = nd + 1，M + i － 1

If〈σdi，Sσ
－
j〉≠ 0 then

Insert σ－ j into P

Delet σ－ j from P
－

Exist Loop_assumed_stress_mode

End if

End do Loop_assumed_stress_mode

End do Loop_basic_deformation_mode

图 6 构造假设应力场程序

Fig． 6 Procedure for optimal stress mode selection

需要指出的是，在抑制单元零能模式过程中，基本变形模式的正交性不仅充分而且必要．
作为例子考虑下列 2D-4 节点单元变形模式:

a'
1 = d1，a'

2 = d2，a'
3 = d3，a'

4 = d4 － d2，a'
5 = d5 ． ( 42)

对以下假设应力模式

σ'
1 σ'

2 σ'
3 σ'

4 σ'{ }5 =
1 η 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1







ξ

， ( 43)

可以求得: U( a'
i ) ≠ 0，i = 1，2，3，4，5 以及( a'

4，Ka'
2 ) ≠ 0，即 a'

i，i = 1，2，…，5 都是非零变形

模式并且 a'
2，a'

4 耦合，而该单元存在零能模式 a* = a'
2 + a'

4，即 U( a* ) = 0 ．

3 数 值 算 例

3． 1 构造 2D-4 节点单元的假设应力模式

通过等函数法［18］得到 2D-4 节点单元的假设应力矩阵

P
－

Ⅰ {= σ－ 1，σ－ 2，…，σ－ }9 =
1 ξ η 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 ξ η 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1







ξ η

， ( 44)

应力矩阵中包含不必要的应力模式即应力模式个数大于 m = 5 ． 按照图 6 程序可以得到 5 个

基本变形模式对应的 5 个应力模式，形成一个最优应力矩阵

PⅠ {= σ－ 1，σ－ 3，σ－ 4，σ－ 5，σ－ }7 =
1
0
0

η
0
0

0
1
0

0
ξ
0









0
0
1

． ( 45)
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可以证明式( 45 ) 的应力矩阵与 Pian 等［12］的应力矩阵等价． 此外，可以得到其他应力模

式［14］，如

{σ－ 10，σ－ }11 =
1 1
1 － 1







0 0

{， σ－ 12，σ－ }13 =
0 － ξ

－ η 0






ξ η

． ( 46)

当假设应力场中需要包含上述应力模式时，只需把它们放到 P
－

Ⅰ 前面重新形成以下的初始应

力模式:

P
－

Ⅱ {= σ－ 10，σ－ 11，σ－ 1，…，σ－ }9 =
1 1 1 ξ η 0 0 0 0 0 0
1 － 1 0 0 0 1 ξ η 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1







ξ η

， ( 47)

P
－

Ⅲ {= σ－ 12，σ－ 13，σ－ 1，…，σ－ }9 =
0 － ξ 1 ξ η 0 0 0 0 0 0

－ η 0 0 0 0 1 ξ η 0 0 0
ξ η 0 0 0 0 0 0 1







ξ η

． ( 48)

利用图 6 程序得到下列应力矩阵:

PⅡ {= σ－ 10，σ－ 3，σ－ 11，σ－ 5，σ－ }7 =
1 η 1 ξ 0
1 0 － 1 0 0







0 0 0 0 1
， ( 49)

PⅢ {= σ－ 1，σ－ 10，σ－ 4，σ－ 11，σ－ }7 =
1 0 0 － ξ 0
0 － η 1 0 0
0 ξ 0 η







1
． ( 50)

上述假设应力场 PⅠ，PⅡ，PⅢ 所构造杂交元及其对应位移元的正交基本变形刚度即变形

能如表 1 所示，可见所有单元都没有零能变形模式．
表 1 2D-4 节点单元正交基本变形刚度

Table 1 Orthogonal basic deformation rigidity comparison for 2D 4-node quadrilateral elements

Gi Deformation di PⅠ，PⅡ PⅢ DFEM

G1 Biaxial tension d1 0． 714 3 0． 714 3 0． 714 3

G2 Tension-compression d3 0． 384 6 0． 384 6 0． 384 6

G3 Pure shear d5 0． 384 6 0． 384 6 0． 384 6

G4 Pure bending d2，d4 0． 166 7 0． 046 3 0． 247 3

3． 2 构造 3D-8 节点单元的假设应力模式

利用等函数法［18］获得 3D-8 节点单元的假设应力矩阵

P
－

1 {= σ－ 1，σ－ 2，． ． ． ，σ－ }39 =
1 ξ η ζ ξη ηζ ζξ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 ξ η ζ ξη ηζ ζξ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ξ η ζ ξη
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0








0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

88 张 灿 辉 王 东 东 李 同 姗



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ηζ ζξ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 ξ η ζ ζξ ξη 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 ξ η ζ ξη ηζ
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1








ξ η ζ ηζ ζξ

．

( 51)

按照图 6 程序可以得到和基本变形模式对应的 18 个应力模式:

P1 {= σ－ 1，σ－ 3，σ－ 4，σ－ 6，σ－ 8，σ－ 11，σ－ 9，σ－ 14，σ－ 15，σ－ 16，σ－ 17，σ－ 19，σ－ 22，σ－ 23，σ－ 28，σ－ 30，σ－ 34，σ－ }37 =
1 η ζ ηζ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 ζ ξ ζξ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 ξ η ξη 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ξ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 η 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

















ζ

． ( 52)

可以证明 P1 与 Pian 等［13］提出的应力矩阵等价． 可以采用其他方法得到初始应力模式，例

如文献［14］的本征应力模式:

{σ－ 40，σ－ 41，…，σ－ }48 =

ζ 0 η ζ 0 η 0 0 0
ζ ξ 0 － ζ ξ 0 0 0 0
0 ξ η 0 － ξ － η 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ξ － ξ ξ
0 0 0 0 0 0 η 0 － 2η
0 0 0 0 0 0

















ζ ζ ζ

． ( 53)

此外，利用对称群理论［19］得到的应力模式为

{σ－ 49，σ－ 50，…，σ－ }57 =
2ξ 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2η 0 0 0 0 0 0 00
0 0 2ζ 0 0 0 0 0 0
0 － ζ － η 0 － ζ － η η2 + ζ2 － 2ξη － 2ξζ
－ ζ 0 － ξ － ζ 0 ξ － 2ξη ξ2 + ζ2 － 2ηζ
－ η － ξ 0 η ξ 0 － 2ξζ － 2ηζ ξ2 + η

















2

． ( 54)

式( 53) 和( 54) 应力模式可以与式( 51) 的 P
－

1 组合成下列初始应力模式:

P
－

2 {= σ－ 40，…，σ－ 45，σ－ 1，…，σ－ }39 ， ( 55)

P
－

3 {= σ－ 49，…，σ－ 54，σ－ 1，…，σ－ }39 ， ( 56)

P
－

4 {= σ－ 46，…，σ－ 48，σ－ 1，…，σ－ }39 ， ( 57)

P
－

5 {= σ－ 55，…，σ－ 57，σ－ 1，…，σ－ }39 ． ( 58)

按照本文方法选出的应力矩阵如下:
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P2 {= σ－ 1，σ－ 42，σ－ 40，σ－ 6，σ－ 8，σ－ 43，σ－ 41，σ－ 14，σ－ 15，σ－ 44，σ－ 45，σ－ 19，

σ－ 22，σ－ 23，σ－ 28，σ－ 30，σ－ 34，σ－ }37 ， ( 59)

P3 {= σ－ 1，σ－ 50，σ－ 51，σ－ 6，σ－ 8，σ－ 54，σ－ 49，σ－ 14，σ－ 15，σ－ 52，σ－ 53，σ－ 19，

σ－ 22，σ－ 23，σ－ 28，σ－ 30，σ－ 34，σ－ }37 ， ( 60)

P4 {= σ－ 1，σ－ 3，σ－ 4，σ－ 6，σ－ 8，σ－ 11，σ－ 9，σ－ 14，σ－ 15，σ－ 16，σ－ 17，σ－ 19，

σ－ 22，σ－ 46，σ－ 28，σ－ 48，σ－ 34，σ－ }47 ， ( 61)

P5 {= σ－ 1，σ－ 3，σ－ 4，σ－ 55，σ－ 8，σ－ 11，σ－ 9，σ－ 56，σ－ 15，σ－ 16，σ－ 17，σ－ 57，

σ－ 22，σ－ 23，σ－ 28，σ－ 30，σ－ 34，σ－ }37 ． ( 62)

采用正交基本变形模式考察上述假设应力场 P1，P2，P3，P4，P5 所构造杂交元及其对应位

移元的性能如表 2 所示，可看出无零能变形模式．
表 2 3D-8 节点单元正交基本变形刚度

Table 2 Orthogonal basic deformation rigidity comparison for 3D 8-node hybrid element

Gi Deformation di P1，P2，P4 P3 P5 DFEM

G1 Biaxial tension d1 2． 500 0 2． 500 0 2． 500 0 2． 500 0

G2 Tension-compression d5，d9 0． 769 2 0． 769 2 0． 769 2 0． 769 2

G3 Pure shear d13，d15，d17 0． 769 2 0． 769 2 0． 769 2 0． 769 2

G4 Symmetric bending d2，d6，d10 0． 476 2 0． 072 5 0． 476 2 0． 769 2

G5 Anti-symmetric bending d3，d7，d11 0． 256 4 0． 128 2 0． 256 4 0． 384 6

G6 Pure torsion d14，d16，d18 0． 170 9 0． 170 9 0． 170 9 0． 170 9

G7 Pure saddle deformation d4，d8，d12 0． 111 1 0． 111 1 0． 071 2 0． 235 0

4 结 论

本文推导了杂交元基本变形模式，并且提出一种新的正交化方法，由于采用了联合正交条

件，所得到的正交基本变形模式不仅与材料参数完全无关而且具有简单的变形特征，为评价不

同单元性能提供了统一标准． 在此基础上提出一种识别零能模式的简单有效方法，并且进一步

提出一种抑制杂交元零能模式的假设应力场方法，同时指出基本变形模式正交性是单元避免

零能模式的充分必要条件． 2D-4 节点和 3D-8 节点单元的数值算例说明了本文方法的有效性．
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Orthogonal Basic Deformation Mode Method
for Zero-Energy Mode Suppression of

Hybrid Stress Element

ZHANG Can-hui， WANG Dong-dong， LI Tong-shan
( Department of Civil Engineering，Xiamen University，Xiamen，Fujian 361005，P． R． China)

Abstract: A set of basic deformation modes for hybrid stress finite element were directly derived from the
element displacement field． Subsequently by employing the so-called united orthogonal conditions a new
orthogonalization method was also proposed． The resulting orthogonal basic deformation modes exhibit sim-
ple and clear physical meanings． In addition，they do not involve any material parameters and thus can be
efficiently used to examine the element performance and serve as a unified tool to assess different hybrid
elements． Therafter a convenient approach for identification of spurious zero-energy modes was presented
through using the positive definiteness property of flexibility matrix． Moreover，based upon the orthogonal-
ity relationship between the given initial stress modes and the orthogonal basic deformation modes，an al-
ternative method of assumed stress modes to formulate a hybrid element free of spurious modes was dis-
cussed． It was also found that the orthogonality of the basic deformation modes was the sufficient and nec-
essary condition for suppression of spurious zero-energy modes． Numerical examples of 2D 4-node quadri-
lateral element and 3D 8-node hexahedral element were illustrated in details to demonstrate the efficacy of
the proposed orthogonal basic deformation mode method．

Key words: hybrid stress element; basic deformation modes; mode orthogonality; assumed stress mode;

suppression of zero-energy deformation mode
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