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渺位四角系统完美匹配数的计算

张　莲　珠
(厦门大学数学系　厦门　361005)

摘要　四角系统的完美匹配有很强的统计物理背景.本文给出了渺位四角系统完美匹配数的

一个计算方法.
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平面四角系统是 2-连通平面图,其每个内部面都是单位正方形(又称为细胞)且每条边至

少属于一个细胞.平面四角系统与平面六角系统类似,它们的匹配有很强的统计物理背景. 关

于这方面的研究已有许多重要的结果.六角系统完美匹配计数方面的结果参见文献[ 1～3] ,四

角系统完美匹配方面的结果参见文献[ 4～5] .本文给出了渺位四角系统完美匹配的有效计数

方法.

定义 1　设 G 是平面四角系统的有限 2-连通子图, 若 G 中任何四个细胞没有公共顶点,

则称G 为渺位四角系统; G 的一个子图 G′称为 G的子系统, 如果 G′也是四角系统.

定义2　设 G是渺位四角系统,以 G的所有细胞的重心为顶点集,并且以一切相邻细胞重

心连线为边集得到的图用 G
- 表示, G- 称为 G 的特征图;当 G

- 为树时,称 G 为树状四角系统; 当

G
- 为圈或路时,称 G 为圈状或链状的四角系统.

设 G 是渺位四角系统,分别用 E ( G)和 V ( G)表示 G 的边集和顶点集.设 ≠V′ V ( G ) ,

V′的导出子图 G[ V′]是指其顶点集合为 V′,边集是 G 中两端点均在 V′中的那些边全体所对

应的图.类似地定义边子集 E′的导出子图,记为 G [ E′] . 设 e∈E ( G) ,若 e 是 G 中两个细胞的

公共边,称 e为 G 的内部边, 否则称 e为 G 的外部边. G 的内部边的集合和外部边的集合分别

用 E- 和 E 表示.易见,外部边集的生成子图 G [ E]是若干个不交偶圈的并, 而且 G\ E- = G[ E ] ,

因此渺位四角系统全有完美区配.特别地把非一度顶点集的导出子图是一条路所对应的渺位

四角系统称为锯齿链状的四角系统简称为锯齿链(见图 1) .

设 G 是含有 n个细胞的锯齿链状的渺位四角系统, P 是由 G 的非一度顶点集导出的路.

在 P 的两端各连接一条边得到的图 P′满足: P′是 G 的一条路而且 G 中的每个细胞有两条边

在 P′上.称 P′为 G 的中心路(见图 1的粗线部分) , P′的长为 n+ 1.

设 C 是 G 的一个细胞,若 C含有一对平行边是 G 的外部边,称 C 为 G 的转折细胞. G 的

转折细胞集用 T ( G )表示.用 PM ( G)和 m( G )分别表示 G 的完美匹配集合及完美匹配数.对于
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　图 1　13 个细胞的锯齿链和它的中心

路

　F ig . 1　Zig-zag chain w ith 13 cells and

it s centr al path

一般图,有以下结果.

引理 1[ 1]　设 G 是一个图, G 1, G2, ⋯, Gk 是它的 k

个连通分支, 则 m ( G) = ∏
k

i= 1

m ( G i)

引理2　设G 是含有n 个细胞的锯齿链状的渺位四

角系统, P 是 G 的中心路,则

1)　 e∈E ( P) , M∈PM ( G ) ,使得 e∈M ;

2)　 M∈PM ( G) , e∈E( P ) ,使得 e∈M ;

3)　m( G) = n+ 1.

证　设 P= e1e2⋯en+ 1, ei= u i- 1u i( i= 1, 2,⋯, n+ 1) .记与 ui- 1 , ui , ui+ 1含于同一个细胞的另

一个顶点为 V i ( i= 1, 2,⋯, n) .由 e iei+ 1⋯ej 为中心路对应于 G 的子锯齿链为G ij .

1) 由于 e1 (或 en+ 1 )∈E , G [ E]是一个偶圈, 因此存在 M∈PM ( G) , 使得 e1 (或 e n+ 1)∈M .

对于任意的 ei∈E- , e i 是 G1i和 G i, n+ 1的外部边, 因此 M1∈PM ( G1i) ,M 2∈PM ( G i, n+ 1)使得 ei∈

M 1∩M 2. 而 M1∪M 2∈PM ( G) ,即 M 1∪M2是含 ei 的完美匹配.

2) G \ E ( P )是两条不交路, 当 n为奇数时,两条路分别为 u0v 1u2v 3⋯un- 1v nun+ 1和 u1v 2u3v 4

⋯v n- 1un ;当 n为偶数时,两条路分别为 u0v 1u2⋯v n- 1un和u1v 2u3⋯v nun+ 1 .即G\ E( P ) .是两条偶

长的路.又偶长路不合完美匹配,因此 M∈PM ( G ) , e∈E ( P) ,使得 e∈M .

若 M∈PM ( G) , ei, e j∈E( P ) , i≠j ,使得 ei, ej∈M . 不妨设 j> i+ 1, ei+ 1, ei+ 2,⋯ej- 1 M .

考虑 G ij , 由 1)的证明知 G ij \ { e i, ei+ 1 ,⋯, ej }是两条偶长的路并且路长≥2. 将这两条路去掉与

ei , ej 关联的边还是偶长的路. 所以 G \ { ei , ei+ 1, ⋯, e j }去掉与 ei, e j 关联的边有两个分支是偶长

路.与 M 是含 e i, ej 的完美匹配矛盾.结论 2)成立.

3) 由 G 的中心路长为 n+ 1及 1) , 2)即得.

引理 3　设 G 是渺位四角系统,M∈PM ( G) , C∈T ( G) , e , e′是对应于 C 的一对平行外部

边.如果{ e, e′}是 G 的边割, 则{ e , e′} M 或{ e, e′}∩M = .

证　由条件可得 G \ { e , e′}的两个分支是 G 的子系统, 记为 G1 , G2 .若 e= uv∈M , 但 e′

M ,不妨设u∈V ( G1 ) , ∈V ( G2) ,则M \ { e}是( G1- {u} )∪( G 2- { } )的完美匹配.但( G1- {u} )

∩( G2- { } ) = 且 V ( G1- {u} ) 和 V ( G2- {u} ) 为奇数得出( G 1- {u} )∪( G2- { } )没有完

美匹配,矛盾.

一个渺位四角系统 G 的子系统 G1是 G 的极大锯齿链,如果 G1是锯齿链并且不存在真包

含 G1的 G 的子系统是锯齿链.易见 G 的任一个极大锯齿链两端细胞均为 G 的转折细胞.对 G

的一个子系统 G 1,用 G \ G1表示 G 的一个子系统满足 G1 中的任一个细胞都不含于 G \ G1中且

( G\ G 1)∪G1= G.

引理 4　设 G 是渺位四角系统, C∈T ( G) , Z1 , Z2,⋯, Z r是 G 中含C 的所有极大锯齿链( 1

≤r≤4) , e, e′是对应于 C的平行外边,则 G 中含 e, e′的完美匹配数m G( e, e′) = m( G\ (∪
r

i= 1
Z i ) ) .

证　因为 Z1, Z2 ,⋯, Z r同时包含 C,所以{ e, e′}是 G′= ∪
r

i= 1
Z i 的边割.由引理 3, e, e′同时含

于或者同时不含于 G′的一个完美匹配中,又由引理 2的 2) , e , e′唯一确定锯齿链 Zi ( i= 1, 2,

⋯, r)的一个完美匹配.因此唯一确定G′的一个完美匹配. 故引理 4成立.
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树状渺位四角系统任一个转折细胞对应的一对平行外边都是边割,由引理 3和引理 4直

接可得

定理 1　设 G 是树状四角系统, C∈T ( G ) , e, e′是对应于 C的一对平行外边,则 G 的完美

匹配数 m( G ) = m( G \ { e, e′} ) + m( G\ G′) , 其中 G′是含 C 的所有极大锯齿链的并.

定理 1说明树状四角系统完美匹配数的计算可以转化为转折细胞数较小的树状四角系统

的完美匹配数的计算. 而转折细胞数最小的树状四角系统是锯齿链, 由引理 23)容易算出锯齿

链的完美匹配数.

引理 5　设 G 是圈状的四角系统, C∈T ( G ) , e, e′是对应于 C 的一对平行外边, 则

　mG ( e\ e′) = mG( e′\ e) = 1

这里m G( e\ e′)表示 G 中含 e不含 e′的完美匹配数.

证　设 M∈PM ( G) , e∈M , e′ M ,我们证明 M 不含G 的内部边.若不然, G 的内部边 a

∈M , 由引理 2的 2) , a不含于任一个由 C 扩充的极大锯齿链中. 设含内部边 a的两个细胞为

C1, C2 .由 C1 , C2唯一扩充 G 的一个极大锯齿链系统记为 Za ,则 Za两端的细胞是 G 的转折细

胞.由引理 2的 2) , 这两个转折细胞对应的平行外边均不含于 M 中, 而 G \ Za是树状四角系

统,由引理 3得 mG\ Za( e\ e′) = 0,从而 mG ( e\ e′) = 0.但 G[ E ]是两个分别含 e, e′的偶圈,唯一确

定一个含 e不含 e′的完美匹配.因此 M 不含 G 的内部边, 且 mG( e\ e′) = 1,类似的有 mG ( e\ e′)

= 1.

设 G0是渺位四角系统 G 的圈状子系统, C∈T ( G0 ) , e, e′是对应于 C的平行外边, M0 ( e \

e′)表示 G0 中含 e 不含 e′的唯一完美匹配, G- 0 ( e \ e′)表示 G 中含有 M 0 ( e \ e′)的边的细胞的并

图.显然 G
-

0 ( e\ e′) G0. 由引理 5可以推得

引理 6　设 G 是渺位四角系统, C∈T ( G) , e , e′是对应于 C的平行外边, { e, e′}不是G 的边

割, G0是 G 的含细胞 C 的任一圈状子系统,则 G 中含 e不含 e′的完美匹配数

　mG ( e\ e′) = m( G\ G- 0 ( e\ e′) )

综合引理 3～6,我们有

定理 2　设 G 是渺位四角系统, C∈T ( G ) , e , e′是对应于 C 的平行外边,含 C 的 G 的所有

极大锯齿链的并图记为 G′,那么

1) 若{ e, e′}是 G 的边割,则

　m ( G) = m ( G\ { e , e′} ) + m( G\ G′)

2) 若{ e, e′}不是 G 的边割, G0是 G 中含 C 的任一圈状子系统,则

　m ( G) = m ( G\ { e , e′} ) + m( G\ G′) + m( G \ G- 0( e \ e′) ) + m ( G\ G- 0 ( e′/ e ) )

利用定理 2, 可以将图 2中图 G 的完美匹配数的计算分解为图 G1 , G2, G3, G4的完美匹配

数的计算.图 2中的粗线表示所有转折细胞的平行外边. G1, G2, G 3, G4 的完美匹配数分别对应

于定理 2之 2)中等式右边的第一、二、三、四项.
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　图 2　渺位四角系统和它的分解图

　Fig . 2　A catacondensed polyomino and its decomposition gr aphs
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The Enumerat ion of Perfect M atching s in

Catacondensed Polyominoes

Zhang Lianzhu

( Dept. of M ath. , Xiamen Univ. , Xiamen　361005)

Abstract　A polyomino ( gr aph) is a connected finite subg raph of the infinite plane

gr id such that each interior face is surrounded by a unit square ( called a cell) and each edge

belong s to at least one cell. A catacondensed po lyom ino is a 2-connected subg raph o f a poly-

omino such that no four cells have a common ver tex . In this paper, a w ay for calculating the

number o f perfect matchings in catacondensed polyominoes is given.

Key words　Polyom ino , Perfect matchings
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