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摘要: 类似于实 Finsler 流形, 在复流形的全纯切丛上引进 Finsler 度量 F ,并且定义 G= F2 为垂直丛上一 Hermitian 度

量,然后利用 H erm itian 一些技巧得到复 Finsler 流形上的一些几何性质. 在此基础上讨论了复流形 M 上给定的两个弱

K�hler复 F insler 度量,如果它们射影等价则必仿射等价,以及流形 M 上赋予由复 Berw ald 流形上复 Finsler 度量诱导的

实 Finsler度量必为实 Berw ald 流形.
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� � 设M为n维复流形, { z 1 , z 2
, �, z n} 为复流形上的

局部坐标系,其中 z
�
= x

�
+ ix

n+ �
, 则{ x

1
, �, x n , x n+ 1 ,

�, x 2n
} 为实局部坐标.令T CM = T RM � RC为复化切

丛,  
 z �=

1
2
(
 
 x �- i

 
 x n+ �) ,

 
 !z �

=
1
2
(
 
 x �+ i

 
 x n+ �) ,

则{  
 z 1

, �,  
 z n

,
 
 !z 1

, �,  
 !z n

} 为 T CM 的局部标架, 且

T CM 有直和分解:

T CM = T
1, 0
M ⊕T

0, 1
M,

其中 T
1, 0
M 的局部标架为{

 
 z 1

, �,  
 z n

} , T
0, 1
M 的局

部标架为{
 
 !z 1 , �,  

 !z n
} .

记 o: M  TM 为T CM 的零截面,即 o( p ) = op 为

T PM 的原点. 我们记 ∀M = T CM \ o(M) ,则 ∀M 的全纯切
丛 T

1, 0 ∀M = �1, 0⊕ H
1, 0
(其中 H

1, 0 为复水平丛,�1, 0 为

复垂直丛) .记 � =
 
 z �

, 
!

�=
 
 v�

,则 T
1, 0 ∀M 的局部标

架为{ 1 , �,  n ,  
!

1 , �, 
!

n} .

设  !
�为非线性联络[ 1] 的 Christof fel系数,在局部

坐标下令 ∀�=  �-  !� 
!

!, 则{ ∀1 , �, ∀n} 为H
1, 0的局部

标架, {∀1 , �, ∀n , 
!

1 , �,  
!

n}为T
1, 0 ∀M的局部标架, 从而

T
1, 0 ∀M 的对偶丛的局部标架为 {dz 1 , �, dz n , #1 , �,

#n} , 其中 #�= dv�+  �!dz !.

定义1 � 复流形M上的复垂直联络是一线性映射

D: ∃(�1, 0)  ∃( T *
C ∀M � �1, 0) ,使得D ( f v ) = f !Dv +

df � v, #f ∀ C
#
( ∀M) , v ∀ ∃(�1, 0 ) ,其中T

*
C ∀M 为 ∀M 的

余切丛.

在局部坐标下, 设 v = v
!  
!

!,有

Dv = (dv
�
+ v

�
%
!
�) �  

!

!,

其中 %!�为局部确定的1�形式,则对适当的系数 ∃ !
�; &和

∃ !
�∋有 %!

�= ∃ !
�; &dz & + ∃ !

�∋dv∋.

设 D为复垂直联络,下面定义一丛映射(下面用 �

来代替�1, 0) ∃: T 1, 0 ∀M  �,为 ∃ ( X ) = % X(, 其中 (:

T
1, 0 ∀M  �为自然截面.在局部坐标下有 ∃ ( X ) = [ X

!
�

+ w
�
!( X ) v

!
]  
!

�.

定义 2 � 复垂直联络是好的, 如果丛映射 ∃ | �: �
 �是丛同构.

定义 3 � 复流形 M 上的复 Finsler 度量是一连续

函数 F: T
1, 0
M  R

+
, 且满足

( i) G = F
2
在 ∀M 上是光滑的;

( ii) F( v) > 0, #v ∀ ∀M ;

( iii) F ()v ) = | )| F( v) ,对 #v ∀ T
1, 0
M, )∀ C.

对G关于坐标v 求导,记: G�&! =
 2
G

 v� !v!; 关于坐标

z 求导, 记为 G ; &�=
 2
G

 z & z�或G �;&�=
 2
G

 !z� v �.

定义 4 � 一复 Finsler 度量 F 称为强拟凸复

Finsler 度量,如果 Levi�矩阵( G�&!) 在 ∀M 上是正定的.

从而对于赋予一强拟凸Finsler度量的复流形 M,

可以在上面用好的复垂直联络来定义 Chern�Finsler
联络(见文献[ 1] 中定理 2. 3. 2和定义 2. 3. 6) .

1 � 射影等价的复 Finsler 度量

设F为复流形M 上的强拟凸复Finsler度量,记 G



= F
2
,由文献[ 1] 中的定理 2. 3. 2有 Chern�Finsler 联

络的联络矩阵为

%�
! = G

&∗� G!&∗ = G
&∗�
( G!&∗; &dz &

+ G!&∗∋dv∋) ,

其中

 ̂�
!∋ = G

&∗�
G !&∗∋, ∃ ∋�

!; & = G
&∗�
G !&∗; &,

 �; & = ∃ �!; &v !
= G

&∗�
G&∗; &,  �

!; & =  
!

!(  �; &) .

由复 Finsler 度量的定义 3可得 �

G�&!( p ; +v ) = G�&!( p ; v) , G&∗( p ;+v ) = +G&∗( p ; v ) ,

 �; &(+v ) = + �
; &( v) ,  �!; &(+v ) =  �!; &( v) .

设,: (- −, −)  M � 为强拟凸复 Finsler流形上的

测地线,则测地线方程为

% T
H
+ T

H T
H
- .

*
( T

H
, T

H
) = 0,

其中

T
H
= �,�∀�, . =

� G&∗�
G !!∋(  !∋!&; &∗-  !∋&∗;!&)dz ! ∃ d!z & � ∀�.

若F 为弱 K�hler的复 Finsler度量,亦即 .* ( T H
,

T
H
) = 0,则测地线方程为

% TH + TH T
H
= 0,

用局部坐标表示为: %,�+  �
; &(�,)�,& = 0.

定义5 � 设F, ∃F均为M 上的复Finsler度量, 若它

们具有相同的测地线集合,则称F与∃F 射影等价. 此亦
即,对应于 ∃F 的任意测地线(,((t ) ,经过适当的定向参数
化(t = (t( t) 后,得到的映射,( t) = (,((t ) 为F的测地线.

定义 6 � 设 F, ∃F 均为复流形M 上的复 Finsler度

量,若它们具有相同的测地线, 则称 F, ∃F 仿射等价.此

也即,对应于 F 的测地线, = ,( t ) 也是 ∃F 的测地线.

定理 1 � 设 F, ∃F 为M 上的弱 K�hler度量,若 F,

∃F 射影等价, 则它们必仿射等价.
证明 � 对任给的 v ∀ T

1, 0
p \M {0} , 设 ,( t ) 为 F的

测地线,满足 ,(0) = p ,�,(0) = v .又设变换(t = (t( t) ,
满足(t (0) = 0,(t&( 0) = 1使得(,((t ) = ,( t) 为 ∃F的测地

线,满足(,( 0) = p , (,
!

(0) = v .则由

�,( t ) = (,
!

((t)(t&( t) ,%,( t) = (,
%
((t ) [(t&( t ) ] 2 + (,

!

((t)(t∋( t) .
令 t = 0,得

�,(0) = (,
!

(0) = v ,%,( 0) = (,
%
( 0) + (,

!

(0)(t∋( 0) .
将 ,( t ) , (,((t ) 代入测地线方程,得

%,�( t) = -  
�
; &(�,( t) )�,&( t) ,

(,
%�
((t) = - ∃ �; &(�,((t ) )(,

!
&
((t ) .

在上式令 t = 0,比较得

 �; &( v ) v& = - %,( 0) = - (,
%
(0) - v

�(t∋(0) =
� ∃ �; &( v) v &

- v
�(t∋(0) .

记 H = - (t∋(0) ,则 H 为点 v ∀ T
1, 0
p M 的函数,且

满足

H ( p ,+v ) = +H ( p , v ) , #+∀ÈÈ C\ {0} .

但(t ( t) 为实值函数, 从而 H 也为实值函数, 因而由上

式可得 H ( p ,+v ) = !+H ( p , v) .从而 H ( 0, 亦即

 �; & = ∃ �; &.
因而分别对应 F, ∃F 的测地线相同, 进而 F, ∃F 仿射等
价.

2 � Cartan联络与 Chern�Finsler 联络

设 M为m 维实流形,记 TM 为M 的切丛, o: M  

TM 为 TM 的零截面,即 o( p ) = op 是切丛T PM 的原

点,令 ∀M = TM \ o(M) 即切丛减去零截面.

定义7 � 实流形上的Finsler度量是一函数F: TM

 R
+
满足下列性质

( i) G = F
2 在 ∀M 上是光滑的;

( ii) F( u) > 0,对 #u ∀ ∀M;
( iii) F (/u) = | /| F ( u) ,对 #u ∀ TM 和 /∀ R;

( iv) 对 #p ∀ M,指数形式 I F ( p ) = { u ∀ T pM ,

| F ( u) | < 1} 是强凸的.

设 F: T
1, 0
M  R

+
为复流形 M 上的复 Finsler 度

量,我们利用 F 可以定义一函数

F
o
: T RM  R

+

为 F
o
( u) = F( uo ) 对 #u ∀ T RM , 则F

o 满足定义

7中实 Finsler 度量的前三个性质.

定义 8 � 设度量F为实流形M 上的Finsler度量,

如果由F 诱导的非线性联络的联络系数  b
c; a 仅依赖流

形 M 上的坐标( x
i
) , 则称流形 M 为实 Berw ald流形.

定义 9 � 设度量 F 为复流形 M 上的复 Finsler度

量,如果由 F 诱导的 Chern�Finsler 联络的联络系数
 !r; �仅依赖流形 M 上的坐标( z

i
) , 则称流形 M 为复

Berw ald流形.

定义10 � 如果复Finsler度量F诱导的度量F
o
是

实 Finsler 度量,则称复 Finsler 度量 F 是强凸的.

下面我们比较由 F
o
诱导的 Cartan联络

[ 1]
与由强

拟凸复 Finsler 度量 F 诱导的 Chern�Finsler联络.
我们知道, M的全纯切丛T

1, 0
M与M 的切丛T RM

是同构的.该同构映射可取为丛映射 o: T
1, 0
M �T RM ,

#v ∀ T
1, 0
M, v

o
= v + !v.

显然

( /  z �) o =  /  x �
, ( i /  z �) o =  /  x �+ n

.

此外, 有同构 o: T
1, 0 ∀M �T R ∀M , #X ∀ T

1, 0 ∀M, X o

= X + )X . 它诱导同构 o, ���ÈÈ R 使得

( 
!

�)
o
=  

!
o
�, ( i  

!

�)
o
=  

!
o
�+ n .

特别地,对 V = V
�  
!

� ∀ �,有 V
o
= U

a  
!
o
�, 其中
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U
a
=

1
2
( V

�
+ V

�
) = ReV �

, 若 1 ) a ) n

1
2i
( V

�
- V

�
) = ImV �

, 若 n + 1 ) a ) 2n

(1)

要比较Cartan联络和Chern�Finsler联络,需要比

较与它们相应的水平丛, 先比较它们的水平径向向量

场.熟知, 水平径向向量场 ∃ ∀ X (H ) 的局部表示为

∃( v) = v
�
∀� = v

�
( �-  

!
; �  

!

!) ,

这里  
!
; � = G

!&!
G!&; �. 利用 ∃, 可定义 T R ∀M 的截面 ∃

o
如

下:

∃o ( u) = ( ∃( uo) ) o, #u ∀ T RM .

另一方面, 实 Finsler 结构 F
o 确定了一个实的水

平径向向量场 ∃̂ ∀ X (HÈÈ R) :

∃̂( u) = u
a∀
^

a = u
a
( oa -  ̂b

a  
!
o
b ) , #u ∀ T RM (2)

其中  ̂ba 是与F
o 相联系的非线性联络的 Chr istoffel符

号.

由文献[ 1] 中的性质 2. 6. 2可知, 若 M 上的强凸

Finsler 度量为弱 K�hler 的,则有

∃
o
= ∃̂ (3)

设{ a}
n
1为 TÈÈ RM的局部标架场,其中 a =

 
 x a .若

 a =  o
� ∀ ∀M ,则有

∃o ( a ) = ( ∃( �) )
o
= ( �-  !; �  

!

!)
o
=

�  o
�-

1
2
(  

!
; �+  

!
; �)  

!
o
!-

1
2i
(  

!
; �-  

!
; �)  

!

!+ n =

�  o
�-

1
2
(  

!
; �+  

&!
; !�)  

!
o
!-

1
2i
(  

!
; �-  

&!
; !�)  

!

!+ n ,

这里  &!; !� =  !; �.

由式(2) , ( 3) 得

 ̂
b
a =

1
2
(  

!
; �+  

&!
; !�) ,若 1 ) b ) n,

1
2i
(  !; �-  &!; !�) ,若 n + 1 ) b ) 2n.

当 1 ) c ) n时,

 ̂
b
c; a =  

!

c (  ̂
b
a) = ( 

!

r +  
!

&r ) (  ̂
b
a)

=

1
2
(  

!
r; �+  

&!
r ; !�+  

!
&r; �+  

&!
&r ; !�) , 1 ) b ) n

1
2i
(  !r; �-  &!r ; !�+  !&r; �-  &!&r ; !�) , n + 1 ) b ) 2n

=
Re(  !r ; �+  !&r; �) , 1 ) b ) n,

Im(  
!
r; �+  

!
&r; �) , n+ 1 ) b ) 2n.

当 n+ 1 ) c ) 2n时,

 ̂
b
c; a =  

!

c (  ̂
b
a) = i ( 

!

r -  
!

&r ) (  ̂
b
; a )

=

1
2
i (  

!
r ; �+  

&!
r; !�-  

!
&r ; �-  

&!
&r; !�) , 1 ) b ) n

1
2
(  !r; �-  &!r ; !�-  !&r; �+  &!&r ; !�) , n + 1 ) b ) 2n

=
- Im(  !r; �+  &!r; !�) , 1 ) b ) n,

Re(  !r ; �-  &!r; !�) , n+ 1 ) b ) 2n.

亦即

 ̂b
c; a =

Re{  !
r; �+  !&r ; �} , 1 ) b, c ) n

Im{  !
r; �+  !&r ; �} , n + 1 ) b ) 2n,

� � � � � � � 1 ) c ) n

- Im {  
!
r ; �+  

&!
r; !�} , 1 ) b ) n,

� � � � � � � � n + 1 ) c ) 2n

Re{  
!
r; �-  

&!
r ; !�} , n + 1 ) b, c ) 2n

(4)

从而有下面的定理:

定理 2 � 设 F是弱 K�hler度量, Fo 是由F 诱导的

实 Finsler 度量, 设 F 是复 Finsler 度量, 则 F
o 为实

Berw ald流形.
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Two Topics in Complex Finsler Geometry
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Abstract: As the same idea in t he real case , we introduce a F insler metr ic F on the ho lomorphic bundles of complex manifold , and

using Lev i form of G= F2 to define a Hermitian metr ic on the vert ical bundle�, then we can get the geometr icalr esult s on the Finsler

manifold by using H ermit ian techniques. Fo llow ing, in this paper w e show that two pro jectiv ely equiv alent com plex Finsler metr ics

are affinely equivalent and a real manifold M endow ed with a real F insler Fo metr ic which is induced by a complex Finsler metric F on

the com plex Berw ald manifold is r eal Berw ald manifold.
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met ric
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