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摘要: 设 B n 为n 维复单位球, Um 为m 维多圆柱. 本文利用全纯自同构将边界映为边界的这一性质, 得到了乘积域 Bn

Um 的全纯自同构的一些必要条件,再从这些必要条件出发, 成功找到了乘积域 Bn Um 的全部全纯自同构. 在总的思路

上,本篇文章采用的是类似于得到单复变中单位圆盘的 A ut( U )的方法,即把零点映为零点的全纯自同构(类似于单复变

函数论中的旋转变换)与一类特殊的全纯自同构(类似于单复变函数论中的 M bius 变换)复合.
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1 引言及主要结果

众所周知, 在扩充复平面上只有三种典型单连通

域,即复平面,扩充复平面以及单位圆. 由黎曼映射定

理知任何边界不止一点的单连通区域均和单位圆全纯

等价,它们的全纯自同构也可以用黎曼映射和单位圆

的自同构表示出来, 而单位圆的自同构是由 M bius

变换和旋转变换复合而成.在多复变函数中域的分类

就复杂的多,黎曼映射定理不成立,所以研究不同区域

的全纯自同构是个有意思的课题. 其中最常见的域有

B
n以及 U

m
, 他们均是复平面上单位圆的推广, 这两个

域的全纯自同构群我们都知道.

本篇文章讨论的是这两种域的乘积域B
n

U
m

,通

过全部自同构的性质找到了此乘积域的自同构群(即

下面的定理 1与定理 2) ,最后给出了它的 Ber gman核

函数.

先介绍一个函数: 对每个 a  B
n
, 记 s

2
= 1 -

!a !2
. 如果 a ∀ 0, 记C =

1
!a !2 a

T
a;若 a = 0,记 C

= 0.令 D = sI n + ( 1 - s) C,则 a( z ) : =
a - zD

1- az
T
.

定理 1 若全纯映射 f  Aut ( B
n

U
m

) 且满足

f ( 0) = 0,则

f ( z ) = zA = z
Pn n 0

0 Qm m

,

其中 Pn n和Qm m是与f 有关的酉矩阵, 其中Q还是每

行每列只有一个非零分量且模长均为 1的酉矩阵.

定理 2 设 f  A ut ( B
n

U
m

) , f ( a) = f ( a
#
,

an+ 1 , ∃, an+ m ) = 0,其中 a
#

= ( a1 , ∃, an) ,则

f ( z ) = ( a
# ( z

#
)P, e

i
1

z  ( n+ 1) - a ( n+ 1)

1- a ( n+ 1) z  ( n+ 1)

, ∃,

e
i

m
z  ( n+ m) - a ( n+ m)

1 - a ( n+ m) z  ( n+ m)

) ,

其中的 P, 1 , ∃, m 是和 f 有关的n 维酉矩阵和幅角.

而  是某一置换: ( n + 1, ∃, n + m) ( n + 1, ∃, n +

m) .

2 主要结果的证明

定理 1的证明

注意到 B
n

U
m 是包含原点的有界圆型域, 于是

由 Cartan定理知 f 一定是线性映射. 故可以设全纯函

数

f ( z ) = ( f 1 , . . . , f n , f n+ 1 , ∃, f n+ m ) = zA =

( z 1 , . . . , z n , z n+ 1 , ∃, z n+ m)

a11 ∃ a1n a1, n+ 1 ∃ a1, n+ m

! ! ! !

an1 ∃ ann a n, n+ 1 ∃ an, n+ m

an+ 1, 1 ∃ an+ 1, n an+ 1, n+ 1 ∃ an, n+ m

! ! ! !

an+ m, 1 ∃ an+ m, n an+ m, n+ 1 ∃ an+ m, n+ m

.

显然有必要条件

| f 1 |
2
+ | f 2 |

2
+ ∃+ | f n |

2
< 1

且

| f n+ j | < 1, 1 % j % m

即
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| &
n+ m

1
ak1 z k |

2
+ | &

n+ m

1
ak2 z k |

2
+ ∃+

| &
n+ m

1

aknz k |
2

< 1 ( 1)

| &
n+ m

k= 1

ak, n+ j z k | < 1 ( 2)

为方便起见,做以下指标规定 1 % i, g % n, 1 % j , l %

m, 1 % k, s % n+ m.另外记 ak, s 的幅角为 k, s .于是对

k, 取趋近于边界的点列 z
( l)

= ( 0, ∃, 1- 1/ l, ∃, 0)

 B
n

U
m
, 这里只有第 k个分量不为零,然后由全纯

自同构的性质可知 f ( z
( l)

) 也趋向边界,这样就可以得

到下列 n+ m 个约束条件:

| a11 |
2
+ ∃+ | a1n |

2
= 1或存在 j 使得

| a1, n+ j | = 1,

∃∃

| an1 |
2
+ ∃+ | ann |

2
= 1或存在 j 使得

| an, n+ j | = 1,

| an+ 1, 1 |
2

+ ∃+ | an+ 1, n |
2

= 1或存在 j 使得

| an+ 1, n+ j | = 1,

∃∃
| an+ m, 1 |

2
+ ∃+ | an+ m, n |

2
= 1或存在 j 使得

| an+ m, n+ j | = 1.

在式( 2) 中的每个 j 分别令

z = ( e
- i

1, n+ j , ∃, e
- i

n, n+ j , ne
- i

n+ 1, n+ j , ∃,

ne
- i

n+ m,n+ j ) / n,

z = z i, g =
1

2
( 0, ∃, e

- i
i , n+ j , 0, ∃, e

- i
g, n+ j , 0, ∃, 0)

z = z i, n+ l = ( 0, ∃, e
- i

i , n+ j , 0, ∃, e
- i

n+ l, n+ j , ∃, 0) ,

分别可得

( | a1, n+ j | + ∃+ | an, n+ j | ) / n + | an+ 1, n+ j | +

∃+ | an+ m, n+ j | % 1 ( 3)

| ai, n+ j | + | ag, n+ j | % 2 ( 4)

| ai, n+ j | + | an+ l, n+ j | % 1 ( 5)

下面分情况讨论:

情况( i)

若全纯自同构 f 满足

| a11 |
2

+ ∃+ | a1n |
2

= 1

∃∃

| an1 |
2

+ ∃+ | ann |
2

= 1

| an+ 1, n+ j
1 | = 1

∃∃

| an+ m, n+ jm | = 1

这时由式( 3) 知矩阵A后m 列的每一列中只有一个非

零元素(模长为 1) .

若取 z = ( z 1 , ∃, z n , 0, ∃, 0) ,则从式子

f ( z ) = f ( z 1 , ∃, z n , 0, ∃, 0) =

( z 1 , ∃, z n , 0, ∃, 0)
Pn n 0

B Qm m

=

( ( z 1 , ∃, z n)Pn n , 0, ∃, 0) ,

可以看出矩阵 Pn n =

a11 ∃a1n

∃∃

an1 ∃ann

将所有的单位向量映

为单位向量(这是由于全纯自同构把边界映为边界的

缘故) , 故为酉矩阵. 也就存在单位向量 z = ( z 1 , ∃,

z n)   B
n
满足

zPn n = ( e
i

1 , ∃, e
i

n ) / n,

其中 i 为an+ 1, iz n+ 1 的幅角,若令分量 z n+ 2 = ∃ = z n+ m

= 0,由式( 1) 知下面式子成立

( 1/ n + | an+ 1, 1 z n+ 1 | )
2

+ ∃∃+

( 1/ n + | an+ 1, nz n+ 1 | )
2 % 1.

从而有an+ 1, 1 = ∃= an+ 1, n = 0.同理对任意 j = 1, ∃,

m有 an+ j , 1 = ∃ = an+ j , n = 0.即矩阵 B = 0.

情况( ii)

不失一般性,若全纯自同构函数 f 能同时满足

| a21 |
2

+ | a22 |
2

+ ∃+ | a2n |
2

= 1

∃∃

| an1 |
2

+ | an2 |
2
+ ∃+ | ann |

2
= 1

| an+ 1, 1 |
2

+ | an+ 1, 2 |
2
+ ∃+ | an+ 1, n |

2
= 1

( 6)

则取

z = ( 0, z 2 , ∃, z n , z n+ 1 , 0, ∃, 0)  B
n

U
m
,

f ( z ) = ( a21z 2 + a31z 3 + ∃

+ an1 z n + an+ 1, 1z n+ 1 , ∃, a2nz 2 + a3nz 3 + ∃

+ annz n + an+ 1, nz n+ 1 , * , ∃, * ) ,

其中第n+ 1, ∃, n+ m个分量不关心,故用* 来表示.

前 n个分量必须满足

| a21z 2 + a31z 3 + ∃+ an1 z n + an+ 1, 1z n+ 1 |
2
+ ∃

+ | a2nz 2 + a3nz 3 + ∃+ annz n +

an+ 1, nz n+ 1 |
2

< 1,

将此式展开并利用( 6) 中的那些等式可得

| z 2 |
2
+ | z 3 |

2
+ ∃+ | z n |

2
+ | z n+ 1 |

2
+

2Re[ &
n

i = 2
&
n+ 1

h= i+ 1
( ai1 ah1 + ai2 ah2 + ∃+

ain ahn ) z i z h ] < 1 ( 7)

特别地取 z 2 = (
3
4

) e
- i

,其中 为a 21 an+ 1, 1 + ∃+ a2 n

an+ 1, n的幅角, z 3 = ∃= z n = 0, z n+ 1 =
3
4

,这样就得出

了
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(
3
4

)
2

+ (
3
4

)
2
+ 2 9

16
| a21 an+ 1, 1 + ∃+

a2n a n+ 1, n | < 1

的矛盾,从而情况( ii) 是不可能存在的, 且考虑到约束

条件以及式( 3) ~ ( 5) 知再也不会出现别的情况, 故定

理 1证明完毕.

定理 2的证明

由文献 [ 1] 中 的定理 2. 3. 9 知 a# ( z
#
)  

Aut ( B
n
) ,作函数

g( z ) : = ( a# ( z
#
) ,

z n+ 1 - an+ 1

1 - an+ 1z n+ 1

, ∃,

z n+ m - an+ m

1 - an+ mz n+ m

) .

显然 g  Aut ( B
n

U
m
) ,从而 F: = g f

- 1  Aut ( B
n

U
m

) 且F ( 0) = g( a) = 0, 这时由定理1知必存在矩

阵 A使得F ( z ) = zA ,且

A
- 1

=
P

- 1
n n 0

0 Q
- 1
m m

=
P

T
n n 0

0 Q
T
m m

.

从而 f ( z ) = F
- 1

( g( z ) ) = g( z )A
- 1

, 即得证.

定理 3 乘积域 B
n

U
m 的 Berg man核函数为

K ( z , ∀) =
n!
#n+ m

1
( 1 - (z

#
, ∀#))

n+ 1

∗
n+ m

n+ 1

1

( 1 - z j ∀j )
2 ,

其中 z
#

= ( z 1 , ∃, z n) , ∀# = ( ∀1 , ∃, ∀n) .

证明 由于 B
n 的核函数为 K ( z , ∀) =

n!
#n

1
( 1 - (z , ∀))

n+ 1 , 而单位圆的核函数为
1

#( 1 - ∀)
2 . 这时

由文献[ 1] 的命题 3. 3. 5即得.

参考文献:
[ 1] 史济怀. 多复变函数论基础[ M ] .北京: 高等教育出版社,

1996.

Homomorphic Automorphism Group of a Class of Product Domain
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Abstract: In t his a rticle, some r equirements of homomo rphic aut omor phism of the do main Bn U m wer e f ound by using the prop

er ty t hat homomo rphic automo rphism tur ns t he bo rder into the border. With those requir ements, Aut( Bn U m ) was found successful

ly. T he main thread o f the article was the same w ay as A ut( U ) in o ne complex var iable. It is composed by two special homomo rphic

auto mor phisms, o ne maps zer o to zero , the other is analog ous to M bius tr ansfo rmatio n in o ne com plex v ariable.
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