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S te in 流形上 C a u e h y 一
R ie m a n n

方程

的具有权的基本解
¹

卑 春 辉

(数 学 系 )

摘要 利用陈度t 和陈联络
,

作者构造了 stc in 流形上 ( ,
,

, )徽分形式的具有权的 二M 核 石

( : ,

心)
、

从ra y 核 乙 ( : ,

右)
、 H e o k加 核 材 ( : ,

唁)和核 T ( :
.

右) 以及橄分形式 p ( : ,

右)
,

并利用局部化技巧
,

证

明了这些核的积分主值是存在的
,

以及核 B 、

乙一 B + T 和 吕十吾汀 A H )是 ca uc hy
·

Ri e

~ 方程 就 二

〔△〕+ p 的荃本解
.

作者还讨论了与这些核相应的算子 乙
、

H 和 T 的奇点的传播
.

关 键词 st ei 。
流形

。

ca ‘hy 一

Rj e

~ 方程
,

权因子
,

陈度t
.

陈联络
,

ca 、
y 积分主值

.

局部

化技巧

在多元复分析中
, 5

.

压又b n e r 、J
.

比
r a y

、 G
.

M
.

H e n k加 和 E
.

R o m i r e z d o A r e llan o
构造 了著名的

压M 核
、

块
ra y 核

、

和 H o t, k加 核
,

在此基础上
, H 肚, y 和孙伙加‘川构造出。

。e b y一

侧
e m an n

方程的

基本解
,

并利用这些基本解解决了东问题和 块vi 间题
.

王小芹 º利用 Be rn dt soo n
和 An de r、on Lz]

构造的具有权的臼
u cb y 积分核

,

给出了 ca 。由y 一

凡
e o an n 方程的具有权的基本解

,

以上的结果
,

都是在 c. 空间中取得的
.

最近
, H en ki n 和 比ite re r〔3〕

、

林亚先» 分别得到 了 st e in 流形 上 ( 0
,

妇形

式的 吞方程和 瓦
一

方程的解
, D e

lna 川y 和 La 盯e n t一Th 沁比ut [‘
,

, 」则给出了 st d 。
流形 上 ( 尸

.

必形式的

积分表示
.

这就 启发我们能否构造出 st
e
运 流形上。

,

衬形式的 Ca u ch y 一

Ri o m a
加 方程的具有权

的基本解
.

本文的主要 目的就是研究这个间题
.

为节省篇幅
,

本文采用文〔l
,

3
,

月的记号
.

设 万 表示复
。
维的 st e角 流形

, 。 ( 二 ,

妇
、

诚
: ,

妇和

:
如同文〔3〕中引理 4

.

2
.

4所述
.

1 s te i n 流形上具有权的 B
一

M 核
、

L e r a y 核和 H e n k i n 核
设 e 为切丛 , , 上一俨地

r
而te 度 t

,

它诱导的 全(M x 卫 )上的 一个 H er m ite 度量仍记为

。
,

定 义反线性映射 , : T (对 x 万 ) ~ 卜 ( , x 万 )
,

心~ <
, ,

幼二 并设 少 是 了
’

(万 x 万 )上由度量 口

诱导的 H o rn it 。 度量
, D 和甲分别是 于〔材 x M )和 于

.

(万 x M )上 相对于 9 和 ”
‘

的陈联络
.

定义

c ·截面 云
:
刀 x 对~ 全

.

(万 x 材 )
.

云一 。 。 , ,

它具有文〔3〕中 云同样的性质
.

假设 U 是 万 上一个开

¹ 1”压 1 0
一
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坐标邻域
,

{e j}, 一
,

为 于(万 x 材 )的全纯平凡标架
,

在这些标架下
,

度量 。可由一 c ·的不依赖于
:

的正定的 He
r
而te 矩阵 H 所表示

,

在对偶标架下
,

度 t e
.

可由 万
一 ’
表示

,

定义 1 设 F一价 x F :

〔仁万 X M 是开子流形
,

1 )C “映射
。 ’ : F~ 了

’

(形 x 衬 )称为 V 上正则 (核 )生成函数
,

若对 V (翔
,

言。)任 V
,

且 (, ‘

(衡
,

心
。

)
, : (而

,

心。) >= 0
,

则 f烤) ~ (:
.

(向
,

右)
, s

(向
,

右) >在 右~ 右。处有极大秩
.

2 )c 二 映射 s
’ : v一于

‘

(万 x M )称为 v 上可扩充生成函数
,

若对 V (而
,

言。)任 V ,

且 <S
’

(: 。,

如)
, s (向‘。)) = 0

,

则 夕(z )一 (s ‘

(: ,

雪. )
, 。(: ,

右。)》在
: ~ 翔 处有极大秩

。

3) 若
; ’

既是正则的
,

又是可扩充的
,

则
; ‘

称为 犷上双正则的生成函数
.

注意到定义 1 中 f (动和 , (
:
)都是复值函数

,

因此秩达到最大意思指秩为 2
,

即雅可 比行列

式 的秩为 2
.

例如
,

设 V 已 c 万 x 材 开子流形
, 。 ‘ : V ~ 于

’

(卫 x “)无穷可微
,

若对于所有 (:
,

习

任 F , ; ’

(: , : )护 0
,

则 : ’

是在 乙门V 二 ((: ,

妇任叫 亡二
二

}的邻域上双正则的生成函数
.

设
s ’

是 F 上生成函数 (正则或可扩充的 )
,

令

月~ {(: ,

右)任 F :
(5 .

(
z ,

雪)
, ; (: ,

右) >~ 0 } (1 )

并假设
。‘

(: ,

妇满足下面条件
:

的
.

存在一整数
: ‘

) O使得对 V : 任 F . ,

映照
; ‘

(二
, ·

)和 扩
’

(: ,

右)八。 .

(:
,

妇
, ; (:

,

妇 》在 v一月上

是 c ‘, ’
的

.

引进一 俨映射 Q= (口
, ,

⋯
,

口
.

) : v ~ 于
’

(M x M )
,

当 亡〔 F :

固定时
,

Q 关于
: 任 V ,

全纯
.

设 G

(习在复平面 口 上全纯
,

其定义域包含映照 v~ cj
,

(: ,

口 ~ (Q(: ,

动
, ; (: .

心)》十 工的像集
,

且 G

(1) ~ 1
.

记

评
l
=

<5 . ,

历 )

(s ‘ , s )
’

(‘
,

珑 >

(‘
, ‘)

(名
, 刀‘ )

}引若
(2 )

仍用 Q 记作 (口
,

Ds 》
,

这并不会引起混乱
在 V 一月上定义具有权的 压M 核 丑(z

,

亡)
、

块
r a y 核 石(: ,

心)
、

H e n k勿 核 万(z ,

心)以及 核 尸(z ,

言)

分别为

B 一“
,

, ,. 。

三右
“‘” (‘“

, S ’+ ‘’〔砌’
‘

A叭 A ‘孙
: ,

’一 ’一 ’

“一 c
·

, 、

:式寿
G (一
‘(。

, ·)+ l)(、 )
,

八、 , 八(‘
. )

一
H 一“

·
甲 .. :

乙右
口‘” (‘。

, ‘’+ l) (刃 )
“

A W
,

A叭 A

p

一升
, 、G (一 ((。

, ·) + l )(‘ )
·

. 一一
1 ~ -

艺 (a评 , )
, 一 ’A (a牙

:

)
“一卜

, 一 ’

, 一 翻

(3 )

其中
,

C. 二 (2 , ‘)一
,
、) m ax 谧

二 , 二 ’

}的整数
.

当 O一O时
,

令 穿 ~ 0 (k ) l)
,

切 ~ 1
.

显然
,

B(z ,

唁)
、

L (:
,

哎)
、

H (:
,

唁)和 尸(: ,

右)在 V 一 月上是 c (, ’
类的

,

特当 G 二 x
,

口二0 时
,

它们就

退化成 S td n
流形上的 B 一

M 核
、

快 r a y 核和 H e n k运 核
.

命题 l 万H ~ 乙一召
,

在 v 一A 上
;
初 ~ p 在 v 一联V) 上

二
, ,

_
_ , .

二2
1 _

‘

、
, 、 , _

、 .

“二
,

_ . , 二 _ 、

“
_ _ 。 . _ _ 。 二 “一竺 1

,

二
_ _ ‘

d 打 = ‘
一
甲r. 飞二 二护~

’ ‘

吸又勺
, S )十 1 ) d (心

, ‘ ) /\ 吸四)
‘

/\ 伴 z /\ 岸 2 /\ 二 戈动冲 . )
尸一 ‘

由一 公 ‘ 里 护一 l

,

二
, , 、 _ _ ‘ _ _ _ , . ‘

二2
1 _ , “

l、 又口片 2 ,
一 ’ 护 ‘

十 石 丁泞 U
、”

含一 O 心 互
((Q

, ; ) 十 1 ) (砌 )
奋

A 淤
:

A w : A 万 j 牙
, )

, 一 ,
A

(刁评 z )一卜
, 一 ’
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斗讯流形上 Ca uc h y
一
R 沁扛以n n 方程的具有权的蓦本解

一 忿 介G ‘. , (<口
, s )+ l) (刃 )

‘

A 评
,

白一 0 ‘ I

A种
:

。
’

亨
’

(神
,
)

, 一 : 八(孙
2

)一
, 一 , 一 , }

,一 1

= c. 协
’

云
,

奥a (·) ((。
, ; z+ ; ) {。(甲嘴

, , >。(面)卜
,

。,
, 八二2 + (砌 )

.

八(评 : 一 , : ) }八

二
l 弓 1

八 艺
护一 1

(J评 , )
’一 ’

A (而
尸: )

’一 ‘一 ,

+ C
一

泌G ((Q
, 习) + 1 ) (W

:

一W
:

) A

A 三 (子评 , )
’一 ’ A (J甲

.

: )
t 一 ,

+ L 一 B
声一 ]

(4 )

令
·

0 ~ 刃凡
’

少一 1

这里
,

加
,

为 DS
,

设 g ~ 了
·

(“)
,

oJ 夕

口召j

的对偶基
,

即(DS
, ,

加
、
)= j ,二

二 ADS 种 甲乓
.

A ⋯ A 7 云、巴 任伊
·

,

(捆 )
,

定义收络运算 “J
: D ,

·
,
(万 )一D , 一 ‘

·
,

(一 , )
‘一’, (s )s 、。5

. ;

八⋯ A Ds
. r

八⋯ A DS,
,

A甲瓦
,

A ⋯ A 7 凡
.

易见

心砌 ~ <守嘴
,

.
,

0J 袖
,

= 0
, , J 伴

,
二 1

,

a j w : 二王
,

0J 种
:
= o

,

又 (砌)
‘

A w
,

A鹅 A (种
:

)
‘:

A (孙
:
)一

‘: 一卜 , 二 o

这是因为上式左边关于 Ds 的次数为
. + l

,

其中 云, 盖,
是非负整数

.

因此

o == , J 〔(砌 )
‘

A评
,

A叭 八(孙
, )

, :

八 (孙
:

)
, 一 ‘: 一, 一 ,

〕

~ {七(7 勺
, 。) A (砌)卜 ’A 评

,

A叽 + (砌 )
‘

A (叭一评
1

) }A (孙
,

)
, :

A (种
, )一卜

’, 一 ’ (5 )

这里
,

当 七~ O时
,

取 (匆)卜
‘

一 0
.

式 (5) 代入式(4) 即得

初二 乙一 B
,

在 v一月上

同理 初~ p
,

当 s (: ,

动护 O时
.

证毕
.

2 (;
,

妇形式的 Ca uc hy 一

侧
e m an

n
方程具有权的基本解

定义 2 在 s te 山 流形 材 上
,

若解 E 满足基本方程 初二 尸+ 〔习
,

则称 E 为 卫 上 ca uc hy
-

拓e m a n n
方程的具有权的基本解

.

注 当 G “ l时尸~ 。
,

这样
,

Ca
u
cb y ~ R ie m an

n
方程的具有权的基本解就退化成其基本解

.

下面
,

我们得到本文的主要结果
.

定理 l 定义 B = li m ‘B ,

则 B(
: ,

动定义了 v 上的 ca
u cb y 主值广义式

,

且初 = 尸+ 〔习
,

这
一

。+

里 毛 (z
,

口是集合 {(二
,

口 e F :
}川孚>

。
乒的特征函数

,

仍用 二(z
,

动表示集合 ((
: ,

口任 V :
}(a

‘ , : > })
。}的特征函数

,

则有

定理 2 设
。 .

是定义在 vc 仁“ x 材 上满足条件(a )的生成函数
,

则

1) 徽分形式 L = l如 z. L
,

H = Um 二H 定义了 v 上的 Ca uc hy 主值广义式
,

且极限 T 二 l加
卜

. +
一。+

~ 。+

头
.

八H 存在并定义了广义式 T e 护
, , 一 ’(均

,

且su PP T c 人

2) 初二乙十 , 一 刀j (L+ 丁 )二 尸+ 〔乙〕在 v 上成立
.

3) 设 V , , V :
为 万 上开子流形

, V ,
x 价c V

,

则 当生成函数
; ’

是正则或可扩充的或双正则

时
,

核 L
、

H
、

尹限制在 V .
x V :

上也是正则或可扩充的或双正则的
.

证 在坐标系 {e
,

}孚
。 ,
下

,

我们有闭

DS 二 d ‘ + (H 一 ,

扮 ) A “ ,

7
5 .

二 d . ’

+ (刃隐万一 遥) A 侣 ’

7 云~ d云+ (确万
一 ‘) A 云

, 刀即刀名~ 百(分 一 ’刁万) A 、
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云~ 万云
,

(甲、
· ,

肥 ) 一 艺孤
, ’

A (d
: ,

+ ((万
一 ,

树 ) 八。 )
,

)

(s ’ ,

DS ) = : 。 , ’

(d 。
,

+ ((H
一 ’aH ) 八, )

,
)~ (, ’ ,

d ‘少十 0 (}(
。 ’ , 。 ) l) (6 )

其中
, : .

和 :
分别是

: ’

和 ;
的局部坐标

.

以下我们利用局部化技巧 “〕
.

设 吃U
,

}井
;

为 F 的局部有限复盖
,

而且就是坐标邻域
,

令

月J

~ 月自‘, “ {(: ,

亡)任之z
J : (; ’ , s )二 0 几

对于任意固定(叭动任八n 肉
,

取 ‘> 0
,

使得 W
.

= ; 切
, ·

) ,

l’’,. ‘B. = {心
‘ , {心

‘

}< 时仁。 是一全

纯映照
,

这里 V 、二U ,

是 , 的一个小邻域
,

记

, ~ 砰
, 一 ’

(0 )
. : = 科

‘

一
’
(: ‘

)
,

右一 科
’

一
’
(亡

‘

)

再利用有限复盖定理和单位分解定理
,

则定理 1 和 定理 2 的证明分别类似于 〔月中的定理

2
.

2 和 [ 1」中的定理 5
.

8
.

证毕
.

由定理 2
,

可得 ca
u cb y一几

e m an
n
方程具有权的墓本解

.

定理 3 设 。C 〔万 开子流形
, 。 .

(: ,

妇是定义在开子流形 V 〔 C g X g 上满足条件(a) 的

生成函数
,

若。
,

妙形式 f e c · (g 火 g )满足su PP 了C v
,

则核

E ~ B + 乡(f A H )一 (一 1 )户+
诊

了A (L + 少)+ (l一 (一 1 )
’+ .

f) A B + 刃 A H

是 。 x g 上 ca
二
叻 , 一 R

~
, 方程的具有权的荃本解

,

即满足基本方程 初二 p 十〔习
,

而且当 生

成函数
, ’

是正 则或可扩充的或双正 则时
,

核 E 也是正则或可扩充的或双正则的
.

特当 . ‘二 D x aD 仁仁脚 x 材
,

类似仁们中定理 ?
.

2 的证明
,

可得以下的加 权的 B oc h ne r一M , : -

t王n e比
一

K o p间m an 公式
·

定理 4 设 D 亡〔汀
,

沁任口
” ,

若 fe C月(功
.

员吐对每一
。任D

,

有

几
。 (一 ‘)八r(。)+

{
。

拼(二‘) 。耐(、)+ ‘
丁

。

娜(二‘, 八r‘亡卜丁
。

。 (二。, 八了(: )

一f(幼

其中 哪 (: ,

口
、

川(
二 ,

动分别是 刀(: ,

动和 p (: ,

妇关于
:

是 (p
,

妙次的分量
.

3 奇点的传播

现在我们讨论算子 乙
、

H 和 T 的奇点的传播
,

粗略地说
,

这些算子是沿着奇点集 A 一 ((: ,

妇

〔 V , (s
’ , ‘)“ O}传播的

.

令 A、一 {
z ,

(z
,

口 任月 }
,

A : 二 {心
:
(
: ,

动 任 月}
,

我们有

定理 5 设 S
’

是定义在开子流形 犷c c 材 X 万 上满足条件 (
。
)的双正则生成函数

,
F ,
火 价

〔F ,

设
。任亡

‘
·

,
(毛

,

妥)
、
二任‘

,
·

,

(v
,
)

,

则

l )S u
即T o

C {
z , 月了门S u Pp。并必 } ; S u p踌

一

仁 (心
, 月‘门S u p卿笋必 }

2) 若 尸 为算子 L
、

H 和 少之 一
,

贝止

S in g S
u p p 凡

、

任 i; : 月: 门S主n g S u PP, ,

尹曰
‘

S in g S u p p
‘

尸.

仁 {亡
: A 。自S in g S u

即‘护曰 分

这里
,

si ng c 表示 c 的奇点集
.

证 对于任意 固定的(。
,

, )任 J 自月
J ,

取 今 0
,

使得 w
,

~ 。(,
, ·

)
: V ,

x y :
门V ,

~ 奋
, x p

,

仁B
。

x B。 是双 全纯映照
,

由局部化技巧〔’〕
,

利用有限复盖 定理和 单位分解定理
,

则定理 5 的证明类

似于 [门中定理 5
.

29 的证明
.

证毕
.
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st 幼n 流形上 c a
毓h y

一
R ie。恤 方程的具有权的基本解

·
1 1 5

·

类似地
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