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复双球垒域上 Cauchy 型积分的边界性质
¹
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摘要　在 Cn 空间中双球垒域上,建立具有全纯核的 Cauchy 型积分的含有边界立体角系数的

�ÀÇÀÈ¼º�-Plemelj公式.
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1　引言和主要定理
最近,文[ 1]和[ 2]分别建立了 C

n
空间中有界域上具有离散全纯核和球垒域上具有有限离

散全纯核的全纯函数的积分公式; 文[ 2]还得到球垒域上5-
-

方程 5
-

u= g 的 C
( k)可微整体解和解

的一致估计.本文利用文[ 2]的积分公式讨论双球垒域上 Cauchy 型积分的边界性质.周知, 陆

启铿、钟同德 [ 3]和龚升、孙继广[ 4]分别开辟 Bochner-M art inelli型和复超球的 Cauchy 型积分边

界性质的研究, 由此推动了多复变数奇异积分方程的研究 [ 5～8] . 他们的工作和 Henkin
[ 9] ,

Grauert , L ieb
[ 10]
开辟的强拟凸域上 5

-

-方程及其解的一致估计的研究同样开拓了多复变数积

分表示的广泛应用前景. 文[ 11]和[ 12]最早定义了一般有界域上点的立体角系数并给出了

Bochner - M art inelli型奇异积分 Cauchy 主值的几何意义. 本文基于文[ 11]和[ 12]的思想给

出复双球垒域上相应的结果.本文的证明过程还得益于龚升
[ 6]
的思想.

设 D= ∪
2

j = 1
B j ( a

j
)是一连通开集并称之为复双球垒域, B j ( a

j
) = { F: ûF1- a

j
1û2+ ⋯+ ûFn- a

j
n

û2< r
2
j } , j = 1, 2. B 1∩B2≠Á , 且 B2≠B1∩B 2≠B 1, 由文[ 2]定理 1的推论,有

命题 1　设 f ∈A c( D ) ,则

f ( z ) =∫
5D

f ( F) 8 ( G(F, z ) . P z ∈ D ( 1)

其 中核 8 ( G( F, z ) )是定义在( F, z )∈5D×D 上的有限离散全纯核, 它是一特殊的 Cauchy

Fantapp i�形式,

8 ( G(F, z ) ) = ( - 1)
n( n- 1) / 2

( 2Pi) - n
det ( G, 5

-

G,⋯, 5
-

G) ∧ dF ( 2)

其中 G= ( G1, ⋯, Gn ) T, Gk=
Xk

5 (F, z ) , Xk= ∑
2

j= 1
V B

j
( z ) ( F

-

k- a
-

j
k ) , 5 ( F, z ) = 〈F- z , w〉= ∑

2

j = 1
∑

n

k= 1
VB j
( z )

(Fk- z k) ( F
-

k- a
-

j
k ) , V B j是开集B j 上的特征函数. 易知
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8 ( G(F, z ) ) = Rn∑
2

j = 1
∑

n

k= 1

( - 1)
k- 1VBj ( z ) (F

-

k - a
-

j
k ) dF

-

[ k] ∧ dF
( 5 (F, z ) ) n ( 3)

其中 Rn= ( n- 1) ! ( 2Pi) - n
,若L*

为定义在 5D上满足 LipB条件, 0< B≤1,且能连续开拓为 D

上的C
( 1)函数集合,由文[ 2]定理 1易知

命题 2　设 D = B1 ( a
1
)∪B 2( a

2
)是一复双球垒域, f∈L*

,则对P z∈B1∩B 2,有

∫
5D

f (F) 8 ( G1 (F, z ) ) =∫
5D

f (F) ( G2 (F, z ) ) =∫
5D

f (F) 8 ( G( F, z ) ) ( 4)

其中 8 ( Gj (F, z ) ) = Rn∑
2

k= 1
( - 1) k- 1

VB
j
( z ) (F

-

k- a
-

j
k ) dF

-

[ k]∧dF
5 n
(F, z )

.因此,若 f ∈L* , D 为复双球垒域,

则可定义D 上的单值 Cauchy 型积分

F( z ) =∫
5D

f ( F) 8 ( G(F, z ) , z ∈D ( 5)

若 t∈5D ,令 G( F, t) = lim
z→t
G(F, z ) , 5 (F, t) = lim

z→t
5 (F, z ) ,则上式是一发散的奇异积分, 但我们能

如下定义其 Cauchy 主值

F( t ) = V. P∫
5D

f (F) 8 ( G(F, t) ) = li m
E→0∫∑E

( t)
( 6)

其中∑E( t ) = {F∈5D : û5 (F, z ) û≥E} .以下一般省略记号 V. P. 本文的主要定理有

定理 1　设 f ∈L* , D 是复双球垒域,则 Cauchy 主值, V. P∫
5D
f ( F) 8 ( G(F, t) )存在,且等于

　∫
5D

( f ( F) - f ( t) ) 8 ( G(F, t) ) + a( t ) f ( t ) , 0 < a < 1

其中第一项是一正常收使用的广义积分.

定理 2　设 Q∈L* , D 是复双球垒域, z 从 D 内趋于点 t∈5D ,满足

　
Q( z , t)

d ( z , 5D ) < M ( 7)

M 为正常数,Q( z , t ) = ( ( z- t ) ( z- t)′)
1
2

记　　W( z ) =∫
5D

( f (F) - f ( t ) ) 8 ( G(F, z ) ) ( 8)

则　　lim
z→t
W( z ) = W( t ) ( 9)

定理3　( CoxoÈ¼º»-Plemelj公式)设 f ∈L*
, D 是复双球垒域,当 z 从D 内超于点 t∈5D

时,满足
Q( z , t)

d( z , 5D ) < M , M> 0为常数,则有

F
+
( t ) = V . P∫

5D

f (F) 8 ( G( F, t ) ) + ( 1 - a( t) ) f ( t) ( 10)

0< A( t) < 1,特别当 t∈5D 为光滑点时, A( t ) = 1
2 .

2　主要引理和定理的证明
引理 1　设 t∈5D ,则

　V . P∫
5D

8 ( G(F, t ) ) = A( t) ( 11)

0< A( t) < 1,当 t∈5D 为光滑点时, A( t ) =
1
2
.
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证　不妨设 t∈5B 1∩5B2, 记 RE( t) = {F∈5D : û5 (F, t) û≤E} ,则△= {F∈5D : 5 (F, t) = 0}是

5D 上的 2n- 2维紧流形,令 bE( t) = {F∈C
n: û5 (F, t) û= û∑

2

j= 1
∑

n

k= 1
(Fk- t k) ( F

-

k- a
-
j
k ) û< E} , E> 0足

够小.显然 b
-

E( t)为含 t 为内点的紧集,且△
-

< bE( t ) . 因此 5bE( t)∩△
-
= Á .注意到对P z∈D∩bE

( t ) , 8 ( G(F, z ) )在 D
-

\ bE( t)上是一闭形式.应用 Stokes 定理,有

　∫∑E( t)
8 ( G(F, z) ) =∫5bE( t)∩D

- 8 ( G(F, z ) )

若定义点 t∈5D 的立体角系数为

　li m
E→0∫5bE( t)∩D-

8 ( G(F, t) ) = A( t ) , 0 < A( t ) < 1 ( 12)

这是因为 5D上的几何结构不可能有内外球切点. 当 z∈D∩bE( t)∩B 1∩B2趋于 t∈5B1∩5B 2,

且满足条件( 7)时,有

　V . P∫
5D

8 ( G(F, t) ) = li m
E→0
l im

z→t∫∑E( t)
8 ( G(F, z ) ) = l im

E→0
lim

z→t∫5bE( t)
8 ( G(F, z ) ) = A( t ) ( 13)

最后,当 t∈5D 为光滑点时,如 t∈5D∩B
-

1 ,则 8 = Rn∑
n

k= 1
( - 1) k- 1 (F

-

k- a
-
1
k) (∑

n

k= 1
(Fk- tk ) (F

-

k

- a
-
1
k ) )

- n
dF

-

[ k]∧dF.注意到这时 8 是酉线性变换不变量,故可先把 A1移至原点,再选取一酉方

阵 U 使 tU = ( 1, 0, ⋯0) ,即把 5B1 ( A1 )变为单位超球面 FF
-

′= 1, 无妨不改变 5D , B1 ,F, t等的记
号,则不难验证

　8 ( G(F, t) ) ûF∈5D∩B-
1
=

1
X2n- 1

F
õ

( 1 - F
-

1 )
n

( 14)

由[ 6] 引理 1. 2. 1知　V. P∫FF-′= 1

F
õ

( 1 - F
-

1 ) n
=

1
2

引理 2　设 t∈5D ,对足够小的 D> 0和 Q= Q(F, t ) ,有

　U( D) =∫RDQ
Bû8 ( G( F, t ) ) û= O( DB/ 2 ) ( 15)

证　设 t∈5B 1∩5B2 ,令 RjD= {F∈5D∩B
-

j : û5 (F, t ) û≤D} , j = 1, 2, Uj ( D) =∫RjDQ
Bû8 û ,则 U

( D) = U1( D) + U2 ( D) .
现在估计 U1 ( D) , 仿引理 1中所做的酉变换,无妨设 a

1
= 0, t= ( 1, 0,⋯, 0)由式( 14) ,易得

　U1 ( D) ≤
K 1

X2n- 1∫R1D
F
õ

û1 - F
-

1ûn- B/ 2
,　X2n- 1 = 2Pn /�( n) , 　K 1 > 0常数

记 Fk= x k+ iyk , k= 1,⋯, n,利用球坐标: x 1= co sH1, y 1= sinH1cosH2, x 2= sinH1sinH2cosH3 ,⋯, yn=

sinH1sinH2⋯sinH2n- 1, 其中 0F H1 ,⋯, H2n- 2< P, 0F H2n- 1< 2P,则有

　F
·

= sin
2n- 2H1sin2n- 3H2 ,⋯sinH2n- 2, dH1dH2⋯dH2n- 1, û1- F1û2= ( 1- cosH1 ) 2+ sin

2H1cos2H2
对足够小的 D> 0,经计算可得

[ 6]U1( D) = O ( DB/ 2 ) ,同理可证 U2 ( D) = O( DB/ 2) .

定理 1的证明　无妨设 t∈5B1∩5B2 ,对足够小的 E> 0,令∑E= ∑
1

E+ ∑
2

E,∑
j

E= { F∈
5B j∩5D : û5 (F, t ) û≥E} , j = 1, 2,则

　∫∑E
f (F) 8 ( G(F, t ) ) =∫∑E

( f (F) - f ( t ) 8 ( G(F, t ) ) + f ( t )∫∑E
8 ( G( F, t ) ) > I 1 + I 2
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易知当 E→0时, I 2的极限值为 A( t ) f ( t ) ,因此,仅需估计

J j =∫∑j
E
( f ( F) - f ( t ) 8 ( G(F, t) ) , j = 1, 2

为此,先估计 J 1, 基于和引理 2同样的理由,我们能通过平移和 U-变换把 a
1变为原点, 把 t变

为( 1, 0,⋯, 0)点. 无妨不改变原来的各种记号, 并注意到式( 14) ,可得

　ûJ 1ûF
K 1

X2n- 1∫FF-′= 1

û1- F-
1
û≥E

û1 - F
-

1û
B
2
- nF

õ

利用球坐标, 类似引理 1的证明可得ûJ 1û= O( 1) .

同理可证ûJ 2û= O ( 1) ,因此 I 1是正常收敛的广义积分.
定理 2的证明　首先对足够靠近的二点 z∈D 和 t∈5D .记

　W( z ) - W( t ) = ∫
F∈5D

( f ( F) - f ( t ) ) ( 8 ( G(F, z ) ) - 8 ( G(F, t) ) )

=∫RD(t) +∫∑D( t)
> I 1 + I 2

如同引理 2所设 t∈5B1∩5B2 , RD( t ) = RD1+ RD2, RDj= {F∈5D∩B
-

j : û5 ( F, t ) û≤D} , j = 1, 2. 并记

　ûI 1ûF ûJ′1û+ ûJ′2û, ûJ′jû

= û∫RjD( f ( F) - f ( t ) ) ( 8 ( G(F, z ) ) - 8 ( G(F, t) ) ) û, j = 1, 2

现在估计ûJ′1û, 基于和引理 2同样的理由,无妨假定 a
1= ( 0, ⋯, 0) , t= ( 1, 0, ⋯, 0) ,应用

( 14) ,则

　ûJ′1û= û∫RD1
( ( 1 - tF

-

′) n - ( 1 - zF
-

′) n ) ( f ( F) - f ( t) )

( 1 - zF
-

′) ( 1 - tF
-

′) n
F
õ
û

F ∫R1D
û( t - z )F

-

′) û( û1 - tF
-

′ûn- 1 + û1 - tF
-

′ûn- 2û1 - z F
-

′û+ ⋯ + û1 - zF
-

′ûn- 1 )F
õ

û1 - zF
-

′ûnû1 - tF
-

′ûn- B/ 2

F ∑
n

k= 1∫RD1
Q( z , t) F

õ

û1 - zF
-

′ûkû1 - tF
-

′ûn- k+ 1- B/ 2

注意到û1- tF
-

′ûF û1- z F
-

′û+ û( z- t )F
-

′û, 且

　ûz- tF
-

′ûF ( ( z- t ) ( z - t)′)
1
2 < Md( z , 5B1) FMû1- z F

-

′û

由此　û1- tF
-

′ûF (M+ 1) û1- zF
-

′û,于是

　ûJ′1ûF ∑
n

k= 1
( M + 1) k

M∫R1D
F
õ

û1 - tF
-

′ûn- B/ 2
= M 1∫R1D

F
õ

û1 - tF
-

′ûn- B/ 2

其中　M 1= ∑
n

k= 1
(M+ 1) k

M > 0为常数,由引理 2知ûJ 1
′û= O ( DB/ 2 ) , 0< B≤1.

同理可证ûJ 2
′û= O( DB/ 2) , 故对P E> 0,可取 D> 0足够小,使ûI 1û≤ûJ 2

′û+ ûJ 2
′û≤ E

2
.

其次, I 2作为 z 的函数,显然在 z= t连续,故当 Q( z , t )充分小时,必有ûI 2û<
E
2
.

定理 3的证明　由式( 3)和( 5)立知

　F ( z ) = W( z ) + f ( t )∫5D
8 ( G(F, z ) ) = W( z ) + f ( t)

又由定理 1和定理 2立知
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　lim
z→t
W( z ) = W( t) = V . P∫5D

f (F) 8 ( G(F, t ) ) - A( t ) f ( t )

由此立得式( 10)成立. 定理证毕.
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Boundary Behavior for the Integrals of Cauchy T ype on

a Building Domain of Complex Biballs

Lin Liangyu　Qiu Chunhui　Ruan Qihua

( Dept . of M ath. , Xiamen U niv . , Xiamen　361005)

Abstract　Let D be a building domain of complex biballs in C
n
,L*

be a funct ion set

w hich sat isf ies L ipschizt condit ion on 5D and can be cont inuously extended to D such that f

∈C
( 1) ( D ) fo r all f∈L* , the autho r def ines a kind of the integr al F( z ) of Cauchy type w ith

finite discrete holomorphic kernels 8 and establishes a mor e general Coxo¼du�-Plemelj for-

mula w hich involves a solid ang le coeff icient A( t ) at the point t∈5D , i. e.

　F
+ ( t) = V. P∫5D

f 8 + ( 1 - A( t) ) f ( t) , 0 < A( t) < 1.

In part icular, A( t) = 1
2
, for t is a smooth po int o f 5D .

Key words　Building domain o f biballs, Integ ral of Cauchy type, Boudar y behav-

ior
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