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摘要　本文利用 Cn空间中复超球面上的 P lemelj公式,建立相应的高阶奇异积分的有限合成

公式; 讨论一类高阶奇异积分方程的解 .

关键词　高阶奇异积分　有限合成公式　积分方程　偏微分方程

MR( 1991)主题分类　45E99

中图法分类　O174. 56　O175. 23

1　引言,定义
熟知, 龚升日 , 史济怀最早讨论了复超球面上 Cauchy 型积分及其导数的含高阶奇异积分

Hadamard 主值的边界性质
[ 1] . 后来, 王小芹讨论了复超球面上高阶 Cauchy 型积分及其高阶

偏导的含有限部分主值的 Plemelj公式
[ 2] . 本文利用[ 1]和[ 2]的结果, 建立一个高阶奇异积分

有限部分的合成公式, 最后讨论一类高阶奇异积分方程, 并化为一类二阶线性偏微分方程来讨

论它的解 .

设B ( 0, 1) = {u∈c
n: v u′< û} , s= 5B( 0, 1) , v , v∈s, X= 2Pn/ # ( n) , u

·

为 s 上实 2n- 1维体积

元素, f ∈c
3+ A( s) , 0< A≤1.我们定义 s 上的高阶奇异积分的有限部分如下

[ 2] :
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其中　Lf ( u) =
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/ ( n+ k- 1)⋯( n+ k- j - 1) , u= w u′, u

是一酉方阵,满足 vu= ( 1, 0, ⋯, 0) . 以下一般省略 Cauchy 主值记号V·P 及高阶奇异积分有

限部分,即主值记号 F·P ,并定义高阶奇异积分的有限部分积分算子如下:

KU( u) = 1
X∫

s

u
k
1U( u) ( 1 - vu′) - n+ k

u
õ

下文主要讨论 k= 1的情形,合成公式及奇异积分方程 .
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2　主要引理
引理 2. 1[ 2]　设 f∈C

k+ A( s) , 0< A≤1, k 为某一正整数, v∈s, z∈B ( 0, 1)满足 d ( z , v ) / d

( z , s)≤M , M> 0为常数;则当 z→v 时,有 Plemelj公式

F( v ) = lim
z→v

1
X∫

s

f ( u) ( 1 - z u′) - n- k
u

= F õP
1
X∫

s

f ( u) ( 1 - v u′)
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u
õ
+

1
2n⋯( n + k - 1) L

k
f ( v ) ( 1)

引理 2. 2　在引理 2. 1的条件下, F ( v )∈Lip(A- D) , 0< D< A.
证　我们取 s的一个有限开复盖{∪j } , j = 1, 2,⋯, m, 使得 v∈U 1,并取 C

k+ A
( s)的有限函

数族{ f j } , j= 1, 2, ⋯, m 为 s 上从属于{U j }的单位分解,满足 supp f j < U j ,∑
m

j = 1

f j ( u) = 1.

记 f 0=∑
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j = 2
f j f ,则
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由文[ 1]定理 1. 5. 1知上式右边第二项积分显然满足 L ip ( A- D) , 0< D< A. 而右边第一项显然
是 S 上局部满足 LipA条件;因 S 是紧的,故其在 S 上也是满足 LipA的 . 引理证毕 .

引理 2. 3　设 U( u, N)∈C
k+ A

( S×S) ,则

5 ( v , N) =
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X∫

s

U( u, N) ( 1 - vu′)
- n- k

u
õ
∈ LipA( S × S )

　　证　根据引理 2. 2, 显然只需证明作为 N的函数 5 ( v , N) = W(N)∈LipA( s) . 类似引理 2. 2

的证明,
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其中右边第一项显然满足 LipA( s) . 由于 L
k( f 1U)∈LipA( S×S) , 因此, 由文[ 1]定理 1, 5, 2知

其右边第二项亦满足 LipA( S ) . 引理证毕 .

3　高阶奇异积分的有限合成公式
定理 3. 1　设 U∈C

3+ A
( S ) ,则
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其中上述各层积分均为有限部分 F·P 意义下的主值 .

证　记 U1( v ) = 1
X∫

s

N1U( s) ( 1 - v N′1) - n- 1N
õ
, U2 ( v ) = 1
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, 我们作
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高阶Cauchy 型积分
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X∫s

N1U(N) ( 1 - z N′) - n- 1N
õ
= 1

n
5
5z 1

( 1X∫s
U(N) ( 1 - zN′) - nN

õ
) , z ∈ B ( 0, 1)

f 1 ( z ) = 1
X∫s

N1U1 (N) ( 1 - zN′) - n- 1N= 1
n

5
5z 1

( 1
X∫s

U1 (N) ( 1 - zN′) - nN
õ
) , z ∈ B ( 0, 1) .

若 z 满足 d ( z , v ) / d( z , s)≤M , M> 0常数,且 z→v∈s,应用( 1) ,我们有
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以 U1( v )代入 f 1( z )的表达式,得
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　　另一方面
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4　一类高阶奇异积分方程的解
作为一个应用例子,下面讨论一类高阶奇异积分方程 . 由算子 K 的定义及定理3. 1,我们

有

K
2U= 2 - v 1

2n
5
5v 1

K U- 1
2n

KL ( N1U) + L
* U, ( 3)
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1
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现在考虑方

1
2n

L (N1U) + K U= f , ( 4)

其中 f ∈c
3+ A

( s)是已给函数, U是待求函数,并在 C
3+ A

( s)中求解 . 我们对( 4)双边作用 K ,并应

用( 3)可得

2 - v 1

2n
5
5v 1

KU+ L
* U= K f , ( 5)

另一方面,由( 4) , 我们有
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2 - v 1
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由( 6) - ( 5)立得:
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其中 f
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　　我们把方程( 7)化为下面等价的实方程组 . 令 U= U1+ iU2, f
*
= f

*
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*
2 , x j= x j+ iy j , j =
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其中( 9)的系数 A
( 2, 0)
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1
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2
1+ y

2
1+ x

3
1+ 9x 1y

2
1 ) , A
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3
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4 ( -

2x 1- x
2
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1+ x 1y

2
1 ,⋯, B

1
11= - 3

2
( x

2
1- y

2
1 ) , B

1
12= 2y1- 3

2 x 1y 1, B
2
11= 2y 1- 3x 1y 1, ⋯. 因

此, ( 9)是一具 x 1, y 1的解析系数的线性二阶偏微分方程组,根据著名的霍耳蒙格伦定理
[ 3]
, 可

知( 9)的解存在,且其 Cauchy 问题的解是唯一存在的 . 因此方程( 4)的解存在 .
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Abstract

By means of the P lemelj fo rmula of higher order singular int eg r al on hypersphere in Cn space, t he f inite

composit e formula o f higher order singular integr al is obtained and t he so lution of a higher order singula r

ingegr al equation is giv en.
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