
第 38 卷　第 4 期 厦门大学学报(自然科学版) Vo l. 38　No . 4

　1999年 7月 Journal of Xiamen Univ er sity ( Natural Science) Jul. 1999　

具有非光滑边界的强拟凸多面体上的

Koppelman-Leray-Norguet 公式
¹

邱春晖 褚仁华
(厦门大学数学系　厦门　361005) (中国人民解放军 38672部队 32　蚌埠　233012)

摘要　得 到了 Cn空间中具有非光滑边界的强拟凸多面体上( 0, q) 微分形式的 Koppelman-

Leray-No rguet 公式及其 5
-

-方程的连续解,其特点是不含有边界积分, 从而避免了边界积分的复杂

估计.
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Range & Siu [ 1] 得到了 C
n 空间中具有逐块 C

( 1) 光滑边界的强拟凸域上 ( 0, q) 型

Koppelman-Leray-Norguet公式及其 5
-

-方程的解,并对解的一致估计做了研究. 对于一般的具有逐

块C
( 1) 光滑边界的强拟凸多面体, Henkin & Chirka[ 2] 给出了Koppelman-Leray-No rguet公式及其

5
-

-方程的解.本文的目的是将文献[ 2] 中的Koppelman-Leray-No rguet公式推广到C
n空间中边界不

必光滑的强拟凸多面体上,并得到了5
-

-方程的解,其特点是通过构造新的积分核, 以体积积分代替边界

积分,不含有边界积分,从而避免了边界积分的复杂估计.

为简单起见, 我们采用文献[ 1～ 3] 的记号.

设 D是C
n
空间中的强拟凸多面体, 即存在D

- 的一个邻域, 有限多个开集M 1, ⋯,M N ,全纯

映射F k: UD- →M k, k = 1,⋯, N ,以及强拟凸开集 D k < M k , k = 1,⋯, N ,使得

　D = F
- 1
1 ( D 1 ) ∩⋯∩ F

- 1
n ( DN )

如果 Q1, ⋯,QN 分别是 5D 1 ,⋯, 5DN 的某一领域 H1 ,⋯, HN 中的强多次调和 C
( 2)
函数,使得

　D k ∩ Hk = { z ∈ Hk:Qk ( z ) < 0} , k = 1, ⋯, N

那么 5D A F
- 1
1 (H1) ∪⋯∪ F

- 1
N (HN ) ,并且点 z ∈ F

- 1
1 ( H1 ) ∪⋯∪ F

- 1
N (HN ) 属于 D ,当且仅当

对每 - 1≤ k ≤N 有 z ∈ F
- 1
k (Hk) ,Qk( Fk (Hk ) ) < 0.

记 N ( Qk) = { z ∈H-k∶Qk( z ) = 0} , k = 1,⋯, N ,并假设N ( Qk) < < Hk , k = 1,⋯, N , (我们

不必假设D是实非退化的) ,收缩Hk 后,可找到E> 0, A> 0及定义在 z ∈D k∪Hk , N∈Hk的C
( 1)

函数 5 k( z , N) 和 5~k ( z , N) 满足以下条件 [ 3]
:

¹ 本文 1998-10-10 收到; 　国家自然科学基金资助项目( 19771068)及福建省自然科学基金资助项目
( A9810001)



1) 5k ( z , N) 和 5~k ( z , N) 关于 z ∈ D k ∪ Hk 全纯.

2) 5 k( z , N) ≠ 0, 5~k ( z , N) ≠ 0, 当 z ∈ D k ∪ Hk, N∈ Hk,且 ûN- zû≥ E ( 1)

û5 k ( z , N) û≥ A(Qk (N) - Qk( z ) + ûN- z û2) ,当 z ∈ D k ∪ Hk , N∈ Hk, 且 ûN- z û≤ E
( 2)

û5~k ( z , N) û≥ A( - Qk(N) - Qk( z ) + ûN- z û2) ,
当 z ∈ D k ∪ Hk, N∈ Hk ,且 ûN- zû≤ E ( 3)

5 k( z , z ) = 0, 对所有 z ∈ Hk ( 4)

　　3) 5~k ( z , N) = 5 k ( z , N) , 当 N∈N (Qk) , z ∈ D k ∪ Hk 时 ( 5)

令　　7 k( z , N) = 5 k( F k( z ) , Fk( N) ) , 7~ k( z , N) = 5~k( F k( z ) , Fk( N) ) ,当 z ∈F
- 1
k ( D k∪ Hk ) , N∈

F
- 1
k (Hk ) 时.

　　收缩Hk后,可找到一定义在 z ∈F
- 1
k ( D k∪Hk ) , N∈F

- 1
k (Hk) 上的T

* ( Cn) 值C
( 1)映射h

*
k ( z ,

N) 满足下列条件 [ 3]
:

1) h
*
k ( z , N) ∈ T

*
z ( Cn ) ,当 z ∈ F

- 1
k ( D k ∪ Hk) , N∈ F

- 1
k (Hk )

2) h
*
k ( z , N) 关于 z ∈ F

- 1
k ( D k ∪ Hk ) 全纯

3) 7 k ( z , N) = 〈h
*
k ( z , N) , N- z〉, 当 z ∈ F

- 1
k ( D k ∪ Hk) , N∈ F

- 1
k (Hk) 时 ( 6)

设 S k = { z ∈5D∩ Hk∶Qk( F k( z ) ) = 0} , k = 1,⋯, N ,记P ( N ) 为对整数1≤ k1, ⋯, kl ≤

N 的所有有序集 K = ( k1 ,⋯, k l) 的集合, P′( N ) 为对整数 1≤ k1 < ⋯ < kl ≤N 的每一严格

增加的所有有序集 K = ( k1 ,⋯, k l) 的集合.

对 K = ( k1, ⋯, kl ) ∈P ( N ) ,定义

　S K =
Sk

1
∧⋯∧ S k

l
如果整数 k1 ,⋯, kl 是不同的

§ 反之

选择SK 上的定向,使 5D = 6
N

k= 1
Sk ,　5SK = 6

N

j = 1
SK j ,其中 5D 和5SK 分别具有由D 和SK 诱导的

定向,又 K j = ( k 1,⋯, kl, j ) , 则 SK 的定向对 K 的分量是斜对称的.

记所有点(K0, K1 ,⋯, KN ) ∈ R
N + 1
的子集为 $使得当 k = 0, 1,⋯, N 时 Kk≥ 0及6

N

k= 0
Kk = 1,

以形式dK1∧⋯∧ dKN定义 $的定向.对K = ( k1 ,⋯, kl) ∈ P′( N ) ,定义$ K = {K∈$∶6
l

r = 1

Kk
r

= 1} 并选择 $ K 的定向使得 5$K = 6
l

r = 1
( - 1) r- 1$k

1
⋯k

d
r
⋯k

l
, 其中 k

d
r 表示省略 kr .

由式( 6) 有　〈h
*
k ( z , N) , N- z〉= 5 k( Fk ( z ) , F k(N) ) ,当 z ∈ D , N∈ Sk 时

由式( 1) , 5 k( F k( z ) , Fk (N) ) ≠ 0.因此, ( h
*
1 , ⋯, h

*
N , 1) 为D的Leray-Norguet截面,当 5D是实

非退化时,有如下的 Koppelman-Leray-No rguet 公式.

引理1[ 2, 4]　设D是C
n空间中实非退化的强拟凸多面体, 1≤ q≤n,则对于D- 上每一个连

续有界的( 0, q) 形式 f 并且 5
-

f 在 D
- 上也连续有界,有

　( - 1) qf ( z ) = 5
-

z [ 6
K∈P′( N )

( - 1) ûK û∫S
K
×$

0K

f (N) ∧8~( z , N, K) +∫D×$
0

f (N) ∧8~( z , N, K) ] -

[ 6
K∈P′( N )

( - 1) ûK û∫S
K
×$

0K

5
-

Nf (N) ∧ 8~( z , N, K) +

∫D×$
0

5
-

Nf (N) ∧ 8~( z , N, K) ] , 　　z ∈ D ( 7)
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其中　8~( z , N, K) =
( - 1)

n- 1

( 2P) n 〈t
*
, d( N- z )〉∧〈5

-

t
*
, d(N- z )〉

n- 1

　t
*
( z , N, K) = K0 N- - z

-

ûN- zû2 + 6
k∈K

Kk h
*
k ( z , N)

〈h*k ( z , N) , N- z〉

　5
-

= 5
-

z , N+ dK

特别地, 对 D
- 上每一 连续有界的( 0, q ) 形式 f 使得在 D 内 5

-

f = 0, 则

　g = ( - 1) q[ 6
K∈P′( N )

( - 1) ûK û∫S K×$0K
f (N) ∧ 8~( z , N, K) +∫D×$0

f ( N) ∧ 8~( z , N, K) ] ( 8)

是 5
-

-方程 5
-

g = f 在 D 内的连续解.

1　新核的构造
对 K = ( k1, ⋯, kl ) ∈P ( N ) ,如 k1 ,⋯, k l 是不同的配对,则置

　U
K

D
- = {N∈ UD

-∶Qk
1
( N) = ⋯ = Qk

l
(N) }

否则置 U
K
D- = Á

记 QK ( K ∈ P ( N ) ) 为 U
K

D
- 上由下式定义的函数

　QK (N) = Qkr (N)　　(N∈ U
K
D- , r = 1,⋯, l )

现在对所有 K ∈ P ( N ) ,定义

　# K = {N∈ U
K

D
-∶Qj (N) ≤ QK ( N) ≤ 0, j = 1, ⋯, N }

不难看出 # K 是 D- 的具有逐块 C
( 2) 边界的 C

( 2) 子流形,并且

　D
- = # 1 ∪⋯∪ # N

　5# K = S K ∪ # K 1∪⋯∪ # K N , K ∈ P ( N )

选择 # K 的定向使得它对于 K 的分量是斜对称的并且满足不述条件:

# 1 , ⋯, # N 带有C
n的定向,且如果K ∈P ( N ) 和1≤ j ≤N , j ² K 则# K j 的定向和 - 5# K

的一样.

引理 2　[ 5]　 6
K∈P′( N )

( - 1) ûKû5( # K × $ 0K )

　 = D
- × $ 0 + 6

K∈P′(N )
( - 1) ûK ûS K × $0K - 6

K∈P′( N )
# K × $ K

选取 Vk∈C
∞
0 ( Hk) ( k = 1,⋯, N ) ,使得在N ( Qk) 的某领域上有 V k = 1.由式( 1)和( 3) 可知,

对每个 z ∈ D k,存在N ( Qk) 的邻域 V k A Hk,使得当 N∈ ( D k ∩Hk) ∪ V k 时,有 5~ k( z , N) ≠0,由

于 SuppVk < < Hk ,因此对每一固定的 z ∈ F
- 1
k ( D k) ,映射 Vk ( Fk( N) ) h*k ( z , N) / 7~ k ( z , N) 在 N∈

F
- 1
k ( D k ∪ V k ) 上是 C

( 1)
的. 对 K ∈ P ( N ) ,令

　t~* ( z , N, K) = K0 N- - z
-

ûN- zû2 + 6
k∈K

Kk Vk( F k(N) ) h*
k ( z , N)

7~ k( z , N)
则对 z ∈ F

- 1
k ( D- k ) , N属于 F

- 1
k ( D k ∪ V k ) \ { z } 的某一领域,映射 t

~* ( z , N, K) 关于 N有连续的一
阶导数,关于 z 有连续的小于或等于二阶的导数,因此,微分形式

　8-( t~* , z , N) =
( - 1) n- 1

( 2P) n 〈t
~* , d(N- z )〉∧〈5

-

t
~* , d(N- z )〉n- 1

　8d( t~* . z , N) =
( - 1) n- 1

( 2P) n 〈5
-

t
~* , d( N- z )〉n

关于 z ∈ F
- 1
k ( D- k ) , N∈ F

- 1
k ( D- k ∪V k) \ { z } 连续(关于 z 是 C

( 1)
的) .

引理 3　d8-( t~* , z , N) = ( 5
-

z , N+ dK) 8-( t~* , z , N) = 8d( t~* , z , N)
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引理 4　8- ( t~
*
, z , N) û$0 = 8 ( z , N) = 8~( z , N, K) û$0 其中

　8 ( z , N) =
( - 1) n- 1

( 2P) n
〈N-- z

-, d(N- z )〉∧〈5
-

(N- - z
-) , d(N- z )〉n- 1

ûN- z û2n

引理 5　设 f 是 D 上一连续有界的( 0, q) 形式,则

　dN, K[ f (N) ∧ 8-( t~* , z , N) ] = 5
-

Nf (N) ∧ 8- ( t~
*
, z , N) + ( - 1)

q
f (N) ∧ 8d( t~* , z , N)

- 5
-

z [ f ( N) ∧ 8-( t~* , z , N) ] ( 9)

证　因为

　dN, K[ f (N) ∧ 8- ( t~* , z , N) ] = ( 5
-

z, N+ dK) [ f (N) ∧ 8-( t~* , z , N) ] - 5
-

z [ f (N) ∧ 8-( t~* , z , N) ]
由引理 3即得式( 9) .

引理 6　若 N∈ 5D ,则 8-( t~* , z , N) = 8~( z , N, K)
引理 7　对 D

- 上每一连续有界( 0, q) 形式 f , 有

　1)　∫#
K
×$

K

f (N) ∧ 8-( t~* , z , N) = 0, ( z ∈ D ) 当 q ≠ 1时 ( 10)

　2)　5
-

z∫#
K
×$

K

f (N) ∧ 8- ( t~* , z , N) = 0, ( z ∈ D ) 当 q = 1时 ( 11)

证　1) 因为在# K ×$ K 上, t~
*
= 6

k∈K

KkVk ( Fk (N) ) h*
k ( z , N) / 7~k ( z , N) ,又h

*
k ( z , N) 和 7~ k ( z ,

N) ( k = 1, ⋯, N ) 关于 z 全纯, 8-( t~* , z , N) 中 5
-

z 的次数为0. 因此, 8-( t~* , z , N)中 5
-

N的次数为n -

1, 所以当 q ≠ 1时,式( 10) 中的积分必为 0.

2) 当 q = 1时, 由于 h
*
k ( z , N) 和 7~ k( z , N) ( k = 1, ⋯, N ) 关于 z 全纯, 因此,式( 11) 成立.

定理 8　设 D 是 C
n 空间中边界不必光滑的强拟凸多面体,并设 D 具有满足式( 1) ～ ( 5)

的全纯支撑函数 5 k( z , N) 和 5~ k( z , N) ( k = 1, ⋯, N ) ,则对于D 上每一连续有界的( 0, q) 形式 f

使得 5
-

f 在 D 上仍然连续有界, 1≤ q ≤ n, 有

　f ( z ) = 6
K∈P′( N )

( - 1) ûK û∫# K×$0K
5
-

Nf (N) ∧ 8d( t~* , z , N) +

　 6
K∈P′( N )

( - 1)
ûK û5

-

z∫#
K
×$

0K

f ( N) ∧ 8d( t~* , z , N) ( 12)

特别地,若在 D 上 5
-

f (N) = 0, 则

　g∶ = 6
K∈P′(N )

( - 1)
ûK û

∫#
K
×$

0K

f (N) ∧ 8d( t~* , z , N) ( 13)

是 D 上的 5
-

-方程 5
-

g = f 的连续解.

注 1　5
-

-方程解的表达式( 13) 中不含有边界积分,从而避免了边界积分的复杂估计.

注 2　文献[ 3] 中的定理 3. 1. 3是定理 8的特例.

证　先证明特殊情况 dQk (N) ≠ 0, N∈5D , k = 1,⋯, N , 且 f 和 5
-

f 在 D
- 上连续时定理成

立.

在 6
K∈P′( N )

( - 1) ûK û# K × $ 0K 上对 dN, K[ f (N) ∧ 8-( t~* , z , N) ] 应用 Stokes公式得

　 6
K∈P′( N )

( - 1) ûK û∫#
K
×$

0K

dN, K[ f (N) ∧ 8-( t~* , z , N) ]
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　　　 = 6
K∈P′( N )

( - 1)
ûKû

∫5( #
K
×$

0K
)
f (N) ∧ 8- ( t~

*
, z , N) ( 14)

由引理 2和引理 5, 有

　 6
K∈P′( N )

( - 1)
ûK û

∫#
K
×$

0K

5
-

Nf ( N) ∧ 8- ( t~
*
, z , N) + ( - 1)

q 6
K∈P′( N )

( - 1)
ûK û

∫#
K
×$

0K

f (N)

　　　　∧ 8d( t~* , z , N) + 6
K∈P′( N )

( - 1) ûK û5
-

z∫#
K
×$

0K

f (N) ∧ 8-( t~* , z , N)

　　　 =∫D
-
×$

0

f (N) ∧ 8- ( t~
*
, z , N) +

6
K∈P′( N )

( - 1)
ûKû

∫S
K
×$

0K

f (N) ∧ 8-( t~* , z , N) - 6
K∈P′( N )∫#

K
×$

K

f (N) ∧ 8-( t~* , z , N)

即　　 6
K∈P′( N )

( - 1) ûKû∫#
K
×$

0K

f (N) ∧ 8d( t~* , z , N) = ( - 1) q [∫D-×$
0

f (N) ∧ 8-( t~* , z , N) +

　　　　 6
K∈P′( N )

( - 1) ûK û∫SK ×$0K
f ( N) ∧ 8- ( t~* , z , N) ] +

　　　　( - 1) q+ 1 [ 6
K∈P′( N )

( - 1) ûKû5
-

z∫#
K
×$

0K

f (N) ∧ 8- ( t~* , z , N) +

　　　　 6
K∈P′( N )
∫# K×$K

f (N) ∧ 8- ( t~* , z , N) + 6
K∈P′( N )

( - 1) ûK û∫# K×$0K
5
-

Nf (N) ∧ 8-( t~* , z , N) ]

( 15)

对式( 15) 两边求 5
-

z

　　　 6
K∈P′( N )

( - 1)
ûK û5

-

z∫#
K
×$

0K

f (N) ∧ 8d( t~* , z , N)

　　　 = ( - 1) q[ 5
-

z∫D-×$
0

f (N) ∧8-( t~* , z , N) + 6
K∈P′(N )

( - 1) ûK û5
-

z∫S
K
×$

0K

f ( N) ∧8-( t~* , z , N) ] +

( - 1)
q+ 1

[ 6
K∈P′( N )

5
-

z∫#
K
×$

K

f (N) ∧ 8-( t~* , z , N) +

6
K∈P′( N )

( - 1) ûKû5
-

z∫#
K
×$

0K

5
-

Nf (N) ∧ 8- ( t~* , z , N) ] ( 16)

在式( 15) 中用 5
-

Nf ( N) 代替 f (N) ,得

　 6
K∈P′( N )

( - 1)
ûK û

∫#
K
×$

0K

5
-

Nf (N) ∧8d( t~* , z , N)

　= ( - 1) q+ 1 [∫D-×$
0

5
-

Nf (N) ∧8- ( t~* , z , N) + 6
K∈P′( N )

( - 1) ûK û∫S
K
×$

0K

5
-

Nf (N) ∧8-( t~* , z , N) ] +

( - 1)
q
[ 6
K∈P′(N )

( - 1)
ûKû5

-

z∫#
K
×$

0K

5
-

Nf ( N) ∧ 8-( t~* , z , N) +

6
K∈P′( N )
∫#

K
×$

K

5
-

Nf (N) ∧8- ( t~* , z , N) ] ( 17)

由引理7,　　∫#
K
×$

K

5
-

Nf (N) ∧8- ( t~* , z , N) = 0 (∵q≥ 2)

　5
-

z∫#
K
×$

K

f (N) ∧8-( t~* , z , N) = 0

将式( 16) 和( 17) 相加,我们有

　 6
K∈P′( N )

( - 1) ûK û5
-

z∫#
K
×$

0K

f (N) ∧8d( t~* , z , N) + 6
K∈P′( N )

( - 1) ûK û∫#
K
×$

0K

5
-

Nf (N) ∧8d( t~* , z , N)
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　　　 = ( - 1) q [ 5
-

z∫D
-
×$

0

f ( N) ∧8-( t~* , z , N) + 6
K∈P′( N )

( - 1) ûKû5
-

z∫S
K
×$

0K

f (N) ∧8-( t~* , z , N) ] +

( - 1)
q+ 1

[∫D
-
×$

0

5
-

Nf ( N) ∧ 8-( t~* , z , N) + 6
K∈P′( N )

( - 1)
ûKû

∫S
K
×$

0K

5
-

Nf (N) ∧8- ( t~
*
, z , N) ]

( 18)

由引理 4、引理 6和引理 1, 式( 18) 的右端恰好就是 f ( z ) , 即式( 12) 成立.

对于一般情形,不必假设 dQk (N) ≠0, N∈ 5D , k = 1,⋯, N ,对任一在D 上连续有界的( 0,

q) 形式 f 使得 5
-

f 在D上也连续有界,只须考虑一列一致趋于D 的强拟凸多面体 Dm,在Dm上

如本节开头重新构造新核, 利用“关于 m 的一致性,”定理 8即可得证.
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T he Koppelman-Leray-Norguet Formula for a St rict ly

Pseudoconvex Polyhedron w ith Non-smooth Boundar ies

Qiu Chunhui

( Dept . of M ath. , Xiamen Univ. , Xiamen　361005)

Chu Renhua

( 38672- 32 of PLA, Bengbu　233012)

Abstract　The Koppelman-Leray-Norguet formula of ( 0, q ) differ ent ial form for a

st rictly pseudoconvex polyhedron w ith no t necessarily smooth boundary in C
n is obtained, and

an integral representat ion for the solut ion of 5
-

-equat ion on this domain w hich does not involve

integral on boundary is g iven, so one can avoid complex ity est imat ions o f boundary integral .

Key words 　 Strict ly pseudoconvex polyhedron, Non-smoo th boundar y,

Koppelman-Leray-Norguet formula, 5
-

-Equat ion
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