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摘要: 单位联系保险合约的偿付额与金融市场中某特定股票的价格有关, 我们考虑一同时描述金融市场和保险群

体不确定性的模型,其不完全性来源于股价的混合扩散和保险个体的死亡, 我们给出该模型下的最小鞅测度并在局

部风险最小准则下考查单位联系寿险合约的套期保值问题.
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由于寿险业竞争激烈和市场风险的加大, 上世

纪70年代美国寿险市场最早开始出现偿付额与金

融市场投资收益相关联的保险合约.该类型合约将

投资风险部分或全部转移给保单持有人. 单位联系

保险合约( unit linked insurance contracts)偿付额是

某特定股票价格的函数, 可看作或有债权,其风险来

源于金融市场和被保险群体. M ller ( 1998) [ 1]在这

类保险合约中引入局部风险最小准则, 给出市场模

型服从几何 Brown 运动时单位联系保险合约的套

期保值策略. M ller( 2000) [ 2]中不再将市场模型限

制在几何 Brown运动而是考虑连续半鞅,保险风险

源含不连续部分且与金融市场有相关性时的保值策

略.我们考虑在市场模型是带跳的混合扩散模型下,

保险风险源是与金融市场独立的 Poisson过程时的

局部风险最小套期保值策略. 金融市场中的局部风

险最小理论见文献[ 3~ 7]等.

1 市场模型和局部风险最小理论

给定( , F, P ) 和右连续完备化  域流 F =

(Ft ) 0 t T <  ( T 是一定值,标记合约到期日, Ft表示

在 t 时刻已知的所有有关信息) ,考虑混合扩散模型

dB t = B t r tdt

dS t = S t- ( B tdt +  ( t , S t- )dW t +

( t , S t- ) dM
m
t )

( 1)

其中 B : = ( B t ) 0 t T (下面 S , M 等均省略下标以

表示整个过程) 为无风险债券, S 为股票价格过程,

M = N
m

- !!ud u( m 表示市场) 为补偿 Poisson过

程, !t 为 t时刻Poisson过程的强度, M
m
与W 独立.

记 Gt : =  ( W s, M
m
s ; s t ) , 也即 Gt =  ( S s : s

t ) ,记 G: = (Gt ) 0 t T .对系数的假设有:

1) 利率 r t和跳强度!t是非负确定性有界函数,

漂移率 bt 有界且 Gt 可料;

2)  : [ 0, T ] ∀ ( 0,  ) # R
+ 关于( t , x ) 连续且

H llder连续,且 0 < k 1 <  ( t , x ) k 2;

3) : [ 0, T ] ∀ (0,  ) # (- 1,  ) , 且0 < k1 <

| ( t , x ) | < k 2, ( t , x ) ∃ ∀> - 1.

k 1, k 2, ∀为实数.除特别指明,下边书写的系数均为

上面定义的函数形式.

由式 ( 1) 股 票 贴 现 价 格 过 程 S
*
t =

( S t / B t ) 0 t T 满足

dS
*

= S
*
- ( ( b- r )dt +  dW + dM

m
) ,

这里 S
* 为半鞅,此时有 Doob Meyer分解

S
*

= S 0+ M + A .

其中 M = !S
*
- (  dW + dM

m
) 是零初值一致可积

G 鞅, A = !S
*
- ( b- r )d t是零初值有限变差过程,

进一步假设 M 和A 平方可积.

Bellamy& Jeanblanc[ 8] 考查了该市场模型的不

完全性, 证明了 S
* 的等价鞅测度不唯一.我们后面

考虑以 F llmer& Schw eizer[ 4] 提出的最小鞅测度作

为价格测度, 给出该模型下保险债权的局部风险最

小套期保值策略.



投资策略 #= ( ∃, %) , ∃是可料的,为投资于股

票的份数, %为相应的无风险债券份数, 价值过程和

相应贴现价值过程分别为

V̂ t = ∃tS t + %tB t , V t = ∃tS
*
t + %t .

定义成本过程

C t ( #) : = V t ( #) - !0

t

∃udS u.

投资策略 #的风险过程定义为

R t ( #) : = E ( ( CT ( #) - C t ( #) )
2

| Ft ) .

对一或有债权, 如欧式看涨期权,记其在 t 时价值为

H , 若 V T ( #) = H ,该组合策略 #称为H 允许的.

定义 一 H 允许策略 #是局部风险最小的,

若相应成本过程 C ( #) 是平方可积鞅且与 M 正交.

注 1) Schw eizer[ 7] 给出了局部风险最小的直

观定义:设 &= ( ∀, ∋) 为策略 #的一个小扰动, (为

[ 0, T ] 的一个分割

)([ #, &] ( , t ) : =

%
t
i
& (

R t
i
( #+ & | ( t

i
, t

i+ 1
] ) - R t

i
( #)

E [ ∋M (t
i+ 1

- ∋M (t
i
| F t

i
]

( ∗)

I ( t
i
, t

i+ 1
] ( t )

若lim inf
n #  

)([ #, &] ∃ 0, P - a . s. , 则 #为局部风险

最小投资策略. 可以证明在较一般的条件下, 定义 1

与 Schw eizer 的定义等价(见文献[ 7] 命题 2. 3) .

2) C( #) & M
2
( P ) , 则称 #是均值自融资的.

M
2
( P ) 表示 P 下平方可积鞅全体.

命题1[ 9] 半鞅模型下H 的局部风险最小策略

存在 H 有如下分解

H = H 0+ !
t

0
∃

H
u dS u + L

H
t , P - a. s.

其中H 0是常数, ∃H & L
2
( S ) , L

H
t & M

2
( P ) 且与 M

正交,即 L
H
t M 仍在P 下是鞅, L

2
( S ) 由下式定义

L
2
( S ) = { ∃| ∃实值可料且(!∃2d∋S()

1
2 平方

可积} .

注 1) 该分解称为 H 的 F llmer Schweizer 分

解;

2) 这时局部风险最小策略 #= ( ∃H
, %H

) , %H
=

V - ∃
H

S .

当 S 为鞅时, F llmer Schweizer分解即为 Kunita

Watanable分解;当S不是鞅时, Monat& Stricker[ 6]给

出一般条件下 F S分解存在性的证明.假设

A  ∋M(,其可料密度为 += ( +) 0 t T .

记 !K ( t) : = !
t

0
+2ud∋M (u . 下面不加证明的引用

M& S 的定理

命题 2
[ 6]

若 !K ( t) 一致有界, 则 ∀H &

L
2
( , F, P ) ,有唯一的 F S分解,即若有

H = H 0+ !
T

0
∃Hs dS s + L

H
T =

H)0+ !
T

0
∃∗ H

s dS s + L
∗ H
T ,

其中( H 0, ∃
H

, L
H

)与( H)0, ∃)H , L
)H

) 满足分解条件,

则

H 0 = H )0, L
H

= L
)H

P - a. s .

∃H
= ∃)H 在L

2
( M ) 意义下.

下面给出寻找 F S 分解的具体方法[ 6, 7, 9]
:

设 #Z 是 SDE

#Z0 = 1

d#Z t = - +t#Z t- dM t

的解. #Z: =
d∃P
dP

,由 !K 一致有界, ∃P 是S
*
的最小鞅测

度,定义 V t = ∃E ( H | F t ) , V 在 ∃P 下是鞅,取

∃t =
d∋V t , S

* (t

d∋S
*

, S
* (t

,

L t = V t - V 0- !
t

0
∃udS

*
u (2)

则 #t = ( ∃H
t , %H

t ) , %H
t = V t - ∃tS

*
t . 这时 L t 与

!
t

0
∃udS

*
u 中鞅部分正交, 从而得到局部风险最小策

略.

2 保险合约的套期保值

选定一年龄为 x 的群体,采用M ller
[ 1]
的记号,

l x 表示群体人数, T i 表示第 i 个个体的余命, 假设

T 1, T 2, +, T l
x
是定义在( , F, P ) 上的 i. i. d非负

r. v,且有连续的死力函数 ,x+ t ,生存函数

tp x = P ( T x > t) = exp(- !
t

0
,x+ (d() .

定义计数过程 N
i
t = ( N

i
t ) 0 t T ( i表示保险) ,

N
i
t : = %

l
x

l= 1
I ( T l t ) .

假设 N
i与 S 独立,H= (Ht ) 0 t T , 其中Ht =

 ( N u
i
; u t ) .

E (dN
i
t | Ht- ) = ( l x - N

i
t- ) ,x+ tdt = : )td t .

)tdt 称为 dN
i
t 的强度, 再定义H 鞅
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M
i
t = N

i
t - !

t

0
)udu .

取Ft = Gt − H t ,并记F: = FT ,考虑生存保险,该保

险合约规定参加者如果在 T 时刻生存将得到保额

g ( ST ) , ST 为T 时刻市场上股票价格. 如纯单位联

系保险 g ( ST ) = ST , 带保证的单位联系保险

g ( ST ) = max ( ST , K ) (其中 K 是公司承诺给付的

最小值) ,作变形 g( S T ) = max( ST , K ) = K + ( ST

- K )
+

, 就得到一常数与一欧式期权和的形式.公司

对该群体的给付现值

H = g( S T) B- 1
T %

l
x

l= 1

I ( T l > T ) =

g( ST ) B- 1
T ( lx - N T

i ) .

对模型(1) 满足命题2条件,最小鞅测度 ∃P由
d∃P
dP

| F
t
=

#Z t定义, 根据求F S分解方法和可料密度 +定义取#Z

是

d#Z t = -
b - r

S
*
t- (  2+

2!)
#Z t- dM t

的解.再取价值过程

V t = ∃E ( H | Ft ) =

∃E [ g ( ST ) B
- 1
T ( lx - N

i
T ) | Ft ) ] ,

由 N
i 与S 独立,

V t = B- 1
T ∃E ( ∃E ( lx - N i

T | GT − Ht) g ( S t ) | Ft ) =

B- 1
T ∃E( ∃E ( lx - N i

T | Ht ) g( ST ) | Ft) =

B
- 1
T ∃E( lx - N

i
T | Ht) ∃E ( g( ST ) | Ft) =

∃E( ( lx - N i
T) | Ft) B- 1

t ∃E ( B tB
- 1
T g ( ST ) | Ft) (3)

其中第 2 个等号和最后 1个等号可由典型方法得

到. 再由 l x - N
i
T 表示余命超过 t的个体总数以及N

i

与 S 独立,从而 G, H独立,

∃E ( lx - N i
T | Ft ) = ∃E ( %

l x

l = 1

I ( T l > t) | Ht ) =

%
l: T l> tT- t

p x+ t = ( lx - N i
t) T- tp x+ t,

由0 p x+ t = 1知( ( lx - N t ) T - tp x+ t ) 是鞅.又

∃E ( B tB
- 1
T g( ST ) | Ft ) =

∃E ( B tB
- 1
T g ( ST ) | Gt ) = : F

g
( t , S t ) ( 4)

命题 3 假设 F
g & C

1, 2
, B

- 1
t F

g
( t , S t ) 在 ∃P 下

是鞅,则有分解

B
- 1
t F

g
( t , S t ) = F

g
( 0, S 0) +!

t

0
F

g
SdS

*
+

!
t

0
( B

- 1
t &F

g
- S

*
- F

g
S )d %M ,

且满足方程

- r&Fg + Fg
t + ( r - #!) S- Fg

S +
1
2
 2S 2

- Fg
SS +

#!&Fg = 0,

其中 S t = S t- (1 + ) , &Fg = Fg ( t, ( 1 + ) S t- ) - Fg( t,

S t- ) , %M = Nm
t -!

t

0
#!d t, #!= !(1-

( b - r )

 2+ 2!) 是Poisson过

程 N
m 在 ∃P 下强度. 为书写方便我们用简写 &Fg 记

F
g
( t , S t ) ,而用 F

g 记F
g
( t , S t- ) .

证明 由 B
- 1
t F

g
( t , S t ) = ∃E ( B

- 1
T g ( S t ) | Ft )

和重期望性质可知 B t
- 1

F
g
( t , S t ) 在 ∃P 下是鞅; 由

Ito公式

d( B- 1
t Fg ) = - rB- 1

t Fgd t + B- 1
t dFg =

B- 1
t (- r&Fg + Fg

t + rS- Fg
S +

1
2
 2S 2

- Fg
S S )dt +

Fg
S ( S *

- dw + S *
- dM m

t + ( b- r ) S *
- d t) -

S *
- Fg

SdN m
t + B- 1

t &FgdN m
t =

B- 1
t (- r&Fg + Fg

t + ( r - #!) S- Fg
S +

1
2
 2S 2

- Fg
SS + #!&Fg) dt + Fg

S dS* +

( B- 1
t &Fg - S *

- Fg
S ) d %M .

由 Girsanov 定理知 S
*

, %M 在 ∃P 下是鞅,从而有命题

中方程成立.

下面命题给出以或有债权形式出现的保险合约

的套期保值策略.

命题 4 单位联系生存保险的局部风险最小套

期保值策略 #= ( ∃, %) 由下式给出

∃t = ( lx - N i
t- ) T- tp x+ t [ Fg

S +

( B- 1
t &Fg - S *

- Fg
S ) !

(  2 + 2!) S-
* ] ( 5)

%t = V t - ∃tS
*
t .

证明 由独立性, 知 M
m
与 M

i
是正交的, 且

[ M
m

, M
i
] = [ N

m
, N

i
] = %

0 s
. &N

m
&N

i
= 0 P -

a. s . ,故结合式(3)、(4) ,由 Ito 公式

d V t = B
- 1
t F

g
( t , S t ) d( ( l x - N

i
t- ) T- tp x+ t ) +

( lx - N
i
t- ) T - tp x+ td( B t

- 1
F

g
( t , S t ) ) =

( lx - N
i
t- ) B

- 1
t F

g
( t , S t ) T- tp x+ t,x+ tdt +

( lx - N
i
t- ) T - tp x+ td( B

- 1
t F

g
( t , S t ) ) +

&V t dN
i
t = ( l x - N

i
t- ) T- tp x+ tF

g
SdS

*
+

( lx - N
i
t- ) T - tp x+ t ( B

- 1
t &F

g
- S

*
- F

g
S )d %M +

(- B
- 1
t &Fg

T - tp x+ t )dM
i
.

再由式(2) 以及 M
i 与S

* 独立,整理可得

∃= ( l x - N
i
t- ) T- tp x+ t

[ F
g
Sd∋S

*
, S

* (+ ( B
- 1
t &F

g
- S

*
- F

g
S )

d∋%M , S
* (] / d∋S

*
, S

* ( =
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( l x - N
i
t- ) T- tp x+ t [ F

g
S +

( B
- 1
t &F

g
- S

*
- F

g
S ) !

(  2 +
2!) S

*
-

] .

同时得到

L t = V t - V 0 - !
t

0
∃udS

*
u =

!
t

0
( l x - N

i
t- ) T- tp x+ t ∀

( S
*
- F

g
S - B

- 1
t &F

g
) !

(  2
+

2!) S
*
-

dM +

!
t

0
( l x - N

i
t- ) T- tp x+ t

( B
- 1
t &F

g
- S

*
- F

g
S )dM

m
-

!
t

0
B

- 1
t &Fg

T - tp x+ tdM
i
.

经过简单验证可知 L 与M 正交,由命题 1得到 F S

分解,故取 ∃t 如式(5) 得到策略 #.

注 1) 当市场模型不连续时,最小鞅测度 ∃P 下
正交的鞅在 P 下不保持正交性, 若取 ∃t =

d∋V t , S
* (∃P

t

d∋S
*

, S
* (∃P

t
, 则得到的 L 在P 下与M 不正交,从而

不能用 Kunita Watanabe分解.

2) 比较M−ller(文献[ 1] 定理4. 4) 的结果,由于

市场模型不连续式(5) 多了加号后面的分式项, 说

明当金融市场不连续波动时, 应对连续波动时策略

进行适当的调整,调整幅度在式(5) 中给出.
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Hedging Strategy for U nit linked Insurance Contract

Under Local Risk M inimization

DU Li jin, LIU Ji chun, TANG Si ying

( School of M athematical Science, Xiamen U niv. , Xiamen 361005, China)

Abstract: Unit linked insurance contract is a contract w here the benefit depend on the price of some specif ic

traded stock. We consider a model describing the uncertainty of the f inancial market and a port folio of insured in

dividuals simultaneously. Incompleteness is caused by mix diffusion market and insured indiv iduals. We give the

minimal mart ingale measure under this model and consider the hedg ing problem of the unit linked life insurance

contract under local risk minimizat ion.

Key words: minimal mart ingale measure; local risk minimizat ion; F llmer Schw eizerdecomp osit ion; unit linked

insurance
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