
0 引言

Giraitis 和 Surgailis 提出了一个新的 ARCH

型双线性模型[1]，它满足无穷阶双线性方程

Xt =!t a 0+
∞

j = 1
!a jXt- j" #+b0+

∞

j = 1
!bjXt- j （1）

其中{!t, t∈Z}是具有 0 均值和方差 1 的 i.i.d.随机

变量序列。若设

Ut =a 0+
∞

j = 1
!a jXt- j , Vt =b0+

∞

j = 1
!bjXt- j （2）

则 Vt 和 Ut
2 分别是 Xt 的条件均值和条件方差，即：

Vt =E{Xt |Xs, s < t}, Ut
2=Var{Xt |Xs, s < t} （3）

明显地，式（1）包括了经典的 AR(∞)过程(a j≡

0)；及线性 ARCH 模型(bj≡0)。[2-3] 另外，式（1）也包

括了经典的 ARCH(p)过程和 GARCH(p, q)过程[1]。

[1]研究了双线性 ARCH 模型（1）的协方差结构，

也分析了该模型的长记忆性质。在[1]中，一个基本

的假设是 Xt 的方差是有限的。然而，我们熟知，大

量的经济和金融时间序列不是二阶矩平稳的，但

他们确实是严平稳列。因此，给出双线性 ARCH 模

型（1）的一般的平稳性（有限或无限方差）条件是

非常重要的。在本文中，我们将研究双线性 ARCH

模型（1）的有限阶(BLARCH(p, q))情况，即：

Xt =!t a 0+
p

j = 1
!a jXt- j% &+b0+

q

j = 1
!bjXt- j （4）

其中{!t, t ∈Z}是具有 0 均值的 i.i.d.随机变量序

列。 在本文中，我们将去掉 !t 方差存在的条件，

讨论 BLARCH(p, q)模型（4）存在严平稳及遍历解

的条件。进一步，做为这一新结论的应用，我们也

推导了经典的 ARCH(p)模型存在平稳遍历解的充

分必要条件。
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1 严平稳性及遍历性

首先，我们重述 Top-Lyapunov 指数的概念。

设 A=(Aij)是一 r ×r 的实矩阵，||A|| = maxi!j|Aij| 表

示 A 的模。进一步，设{At, t∈Z}是一严平稳、遍历

的随机矩阵序列，则{At, t∈Z}的 Top-Lyapunov 指

数

!=

inf E
1

n +1
log||A0A- 1⋯A- n|" #| , n∈$ %N （5）

其中 E [log+||A0||]<+∞。 我们知道[4]

"= lim
t→+∞

1
n

log ||A0A- 1⋯A- n ||, a.s. （6）

这表明 #的值与模的选取无关。注意到，若 At 是一

常数矩阵 A 时，$是 A 的谱半径的对数。

设

Yt =(Xt, Xt- 1,⋯,Xt- r +1) %

Bt =(a 0!t +b0,0,⋯, 0)& （7）

和

At =

a 1!t +b1 ⋯ a r- 1!t +br- 1 a r!t +br

1 ⋯ 0 0

⋯ & ⋯ ⋯

0 ⋯ 1 0

’
(
(
((
)

*
+
+
++
,

（8）

其中 ’ 表示矩阵的转置，r =max (p,q)，以及对 i >

p，a i =0 和对 j >q，bj =0。进而，BLARCH(p,q)模型

（4）能被表示成向量形式

Yt =AtYt- 1+Bt （9）

定理 1 假设{At, t ∈Z}的 Top-Lyapunov 指

数 (< 0，则 BLARCH(p, q)模型（4）有唯一严平稳

遍历解。进而，这个平稳解能够被表示为

Xt =a 0!t +b0+
∞

m = 1
-

r

k1 =1
-⋯

r

km =1
-

m

j = 1
.(a kj

!t- j+1+bkj
/ 0) (a 0!

t-
m

i=1
-ki

+b0)

（10）

证 设{At, t∈Z}的 Top-Lyapunov 指数 )<0。

因{!t, t∈Z}是具有 0 均值的 i.i.d.随机变量序列，

则由 E |a 0!t +b0 |<∞，可得

lim
n→+∞

1
n

log+ ||Bt- n||=0, a.s.

所以，利用（6），我们有

lim
n→+∞

sup 1
n

log
n- 1

j = 0
.At- j/ 0Bt- n 1

lim
n→+∞

sup 1
n

log
n- 1

j = 0
.At- j/ 0 ||Bt- n||1

lim
n→+∞

1
n

log
n- 1

j = 0
.At- j/ 0 + lim

n→+∞

1
n

log+||Bt- n||=

*, a.s.

再根据 +< 0，我们知，存在 c0∈( 0, |,| )和对充分大

的 n，

n- 1

j = 0
.At- j/ 0Bt- n 1exp{- c0n}, a.s. （11）

因此，级数

+∞

n = 1
-

n- 1

j = 0
.At- j/ 0Bt- n

概率 1 收敛。令

Yt =Bt +
+∞

n = 1
-

n- 1

j = 0
.At- j/ 0Bt- n （12）

容易验证，由（12）定义的 Yt 是随机差分方程（9）的

解。注意到 Xt =e
"

1 Yt，其中 e1 = (1, 0, ⋯, 0)。可知

BLARCH(p, q)模型（4）存在严平稳遍历解。通过直

接的计算，易得（10）。

下面我们证明唯一性。设 Yt* 是（9）的另一平

稳解。递推（9），可得

Y0

*
=B0+

m

n = 1
-

n- 1

j = 0
.A- j/ 0B- n +

m

j = 0
.A- j/ 0Y- m- 1

*

注意到 Y- m- 1 - Y- m- 1

*
的分布与 m 无关，（6）和 -< 0

推得

Y0- Y0

*
=

m

j = 0
.A- j/ 0Y- m- 1- Y- m- 1

*
1

m

j = 0
.A- j/ 0 Y- m- 1- Y- m- 1

*
→a.s. 0

当 m→+∞，其中→a.s.表示概率 1 收敛。再根据 Yt 和 Yt

*
平

稳性，我们知 Yt=Yt

*
,a.s.这就证明了唯一性。

推论 1 若
r

j = 1
-E|a j!t +bj|<1，则 BLARCH(p, q)

模型（4）有唯一严平稳遍历解。

证 设

Ct =

|a1!t +b1 | ⋯ |a r- 1!t +br- 1| |a r!t +br|

1 ⋯ 0 0

⋯ & ⋯ ⋯

0 ⋯ 1 0

’
(
(
(
(
)

*
+
+
+
+
,

（13）
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!(C)表示 C=E(Ct)的谱半径。容易验证 "(C)<1。则，

根据 Perron-Frobenius 定理，存在常数 c1>0 使得

i , j
!(Cn + 1)ij"c1(#(C))n + 1 （14）

由（5），对所有 n∈N，我们有，

!"E
1

n +1
log ||A0A- 1⋯A- n|# $| "

1
n +1

logE||A0A- 1⋯A- n|| （15）

进一步，对所有的 n ∈N，由（14）和{Ct , t∈Z}独立

性，可得

E||A0A- 1⋯A- n||"

i , j
! E

n

k = 0
%C- k& ’

i j

=
i, j
!(Cn + 1)ij"c1($(C))n + 1

进而，对所有的 n∈N，

!" 1
n +1

logc+log%(C) （16）

在（16）中，令 n→+∞，有

!" log&(C)

即，!<0。因此，由定理 1，我们知道，BLARCH(p,q)

模型 （4） 有唯一严平稳遍历解。 利用 (10)， 由

r

j = 1
!E|a j"t +bj|<1，易得 E |Xt| < +∞。

推论 2 若
r

j = 1
!|a j|#+ |bj| < 1，则 BLARCH(p, q)

模型（4）有唯一严平稳遍历解，其中 $=E|"t |。

证 注意到，由
r

j = 1
! |a j|$ + |bj| < 1，可以得到

r

j = 1
!E|a j"t +bj|<1。再根据推论 1，结论是显然的。

下面我们考虑定理 1 的相反方向，我们有下

面的结论。

定理 2 假设 a 0"t + b0 > 0 和 a j"t + bj( 0，j =

1,⋯, r，a.s. 若 BLARCH(p, q)模型（4）存在非负严

平稳解，则{At, t∈Z}的 Top-Lyapunov 指数 %<0。

证 设{Yt, t∈Z}是（9）的非负严平稳解，对任

意的 m >0，我们有

Y0 =B0+
m

n = 1
!

n- 1

j = 0
%A- j& ’B- n +

m

j = 0
%A- j& ’Y- m- 1

进一步，注意到 Yn、An 和 Bn 中的项都是非负的，

所以，对任意的 m >0，

m

n = 1
!

n- 1

j = 0
%A- j& ’B- n"Y0

这表明级数
m

n = 1
!

n- 1

j = 0
%A- j& ’B- n 概率 1 收敛。因此，可

得

lim
n→+∞

n

j = 0
%A- j& ’B- n- 1=0, a.s. （17）

设 ei =(0,⋯,) 0
i- 1

, 1,0,⋯,) 0
r- i

)’，i =1,⋯, r。现在，我们将

证明，对 1"i"r，

lim
n→+∞

n

j = 0
%A- j& ’ei =0, a.s.

（18）

根据(17)，以及 a 0"- n- 1+b0 的分布独立于 n，

lim
n→+∞

n

j = 0
%A- j& ’e1=

lim
n→+∞

(a 0"- n- 1+b0)- 1

n

j = 0
%A- j& ’B- n- 1=0, a.s.

再由 A- ner =(a r"- n +br)e1，有

lim
n→+∞

n

j = 0
%A- j& ’er =

lim
n→+∞

(a r"- n +br)
n- 1

j = 0
%A- j& ’e1=0, a.s.

若对某个 1<i"r，（18）成立，则利用

A- nei- 1= (a i- 1"- n +bi- 1)e1+ei

我们有

lim
n→+∞

n

j = 0
%A- j& ’ei- 1=

lim
n→+∞

n- 1

j = 0
%A- j& ’((a i- 1"- n +bi- 1)e1+ei)=0, a.s.

因此，通过后移递推，对 1"i"r，（18）成立。进而，

lim
n→+∞

n

j = 0
%A- j =0, a.s.

也就是，

lim
n→+∞

n

j = 0
%A- j =0, a.s. （19）

再根据 [5] 中的引理 2.1，（19）推得 {At, t∈Z}的

Top-Lyapunov 指数 !<0。这就完成了定理的证明。

2 ARCH(p)模型的平稳性

具有自回归条件异方差(ARCH)的时间序列

18
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模型，首先是由[6]提出，它假定预测误差 !t 为实值

时间序列，记 "t 为截止到时刻 t 的所有信息的信

息集, 且

!t =zt h
1/2

t , zt ~ i.i.d., E(zt)=0, Var(zt)=1 （20）

ht =!0+
p

i = 1
!#i!t- i

2
（21）

其中 ht 是给定信息集合 "t- 1 时 !t 的条件方差，p >

0，参数 #0>0,#i"0, i =1,2,⋯, p。

文献[7]将上述 ARCH 模型推广到更为流行

的广义 ARCH(GARCH)模型，即将时刻 t 之前的

条件方差作为自变量引人条件方差函数：

ht =#0+
p

i = 1
!#i!t- i

2
+

q

j = 1
!$j ht- j （22）

其中 $j"0，j =1,⋯,q。在金融和经济领域，这类模

型有着重要的应用[6-10]。GARCH(p, q)模型（20）和

（22）存在平稳解的充分必要条件已经被给出[5]。在

这一节中，做为上一节得到结论的一个应用，我们

给出 ARCH(p)模型（20）—（21）存在平稳解的充分

必要条件，它与[5]给出的结论是一致的。令

Xt =!t

2
=zt

2
ht, %t =zt

2
- 1 （23）

则 ARCH(p)模型（20）—（21）可被写成（4）的形式

Xt =%t &0+
p

j = 1
!&jXt- j# $+&0+

q

j = 1
!&jXt- j （24）

对应（9），Bt =(&0zt

2
, 0, ⋯, 0)，

At =

&1zt

2
⋯ &p- 1zt

2
&p zt

2

1 ⋯ 0 0

⋯ % ⋯ ⋯

0 ⋯ 1 0

&
’
’
’
’’
(

)
*
*
*
**
+

根据定理 1—2，显然有

定理 3 ARCH(p)模型（20）—（21）有唯一严

平稳遍历解的充分必要条件是{At , t∈Z}的 Top-

Lyapunov 指数 ’< 0。进而，这个平稳解能够被表

示为

!t =zt
&0+&0

∞

n = 1
!

p

k1 =1
!

p

k2 =1
!⋯

p

kn =1
!

n

j =1
,&kj

(
t-

j

i =1
!ki

2-
..
/

0
11
2

1/2
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