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摘要: 主要研究带有事件风险的永久美式期权的定价及其最优停时问题. 当事件发生时, 期权就停止, 期权的卖方就要付

给期权执有者一定的打折后的支付. 因此 , 事件风险的存在会影响期权执有者的执行策略. 本文在一个合适的等价鞅测度

下, 给出了带有事件风险的永久美式期权的定价及其最优停时. 进一步地推导了带有事件风险的永久美式期权的上界和

下界.
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� � 众所周知, 在金融市场中, 我们经常会碰到违约,

破产等事件风险, 这些是人为不可控的, 我们假设市场

是不可套利的. 很自然地, 事件风险的存在会影响期权

执有者的策略, 以无股息股票的美式看涨期权为例, 在

无事件风险的情况下, 我们知道过早执行不是最优的,

因此, 美式看涨期权和欧式看涨期权的值是重合的. 如

果存在事件风险情况就会有很大的变化, 如果期权的

卖方违约就会使期权无效, 这样期权执有者就会受到

损失, 这种情况下较早地执行就会使期权执有者避免

由对方的违约而产生的损失. 事件风险在现实市场中

是客观存在的, 因此, 研究这种市场环境下的期权的定

价是比较接近现实的, 是很有实际意义的.

在过去几年中, 这方面有相当丰富的研究成果: 关

于带有事件风险的欧式期权的定价及其最优停时问

题, 文献[ 1~ 4] 给出了令人满意的结论; 在到期日有限

时, 文献[ 5] 研究了带有事件风险的美式期权的定价及

其最优停时问题. 在本文中, 我们所关心的问题是到期

日是无穷的情况, 即: 带有事件风险的永久美式期权的

定价及其最优停时问题.

1 � 模型的建立

我们考虑一个标准的 B- S 模型:

市场帐户 B 满足:

dB t = rB t dt , � � t � [ 0, � ) ,

这里 r > 0 表示利率, B 0 = 1.

股票价格过程 S 满足:

dS t = S t�dt+ S t�dW t , � � t � [ 0, � ) ,

这里 S0 � R
+

, � � R
+

, � � R . 为了记号方便, 本

文用R
+ 表示[ 0, � ] .

设( �, F, F, P ) 是一个带流的完备的概率空间, 其

中 Ft = �( S u , 0 � u � t ) , F = { Ft } t � R
+ 是满足通常条

件的 �- 代数流, P 是现实的概率测度. 上述模型中 W

= { W t , t � R
+

} 是 F- 布朗运动. 我们假设 �是事件风

险发生的时刻, 并且记 N t = I (�� t) , 以及 Ht = �( N s , 0

� s � t ) . 因此, H = {Ht } t � R+ 是满足通常条件且使得

�是Ht 停时的最小的 �代数流. 令 Gt = Ft � Ht , G =

{Gt } t � �R+ , 则 N t 是 G- 下鞅. 进一步, 由文献 [ 1] 的

Doob-M eyer 分解定理, 存在惟一的可料增过程 A t ( A 0

= 0) , 使得M t = N t - A t 是G- 鞅. 在本文中, 我们假设

A t 是绝对连续的, 从而存在一个可料过程 �t 使得A t =

�
t ��

0
�sds, 这里称 �t 为�的G- 强度. 在金融市场中, 通常

把 �当作利率的变化率. 进一步, 如文献[ 2] , 作如下假

设:

假设( H 1) � 任意 F- 平方可积鞅是G- 平方可积

鞅.

由文献[ 2] , 在假设( H 1) 下, 对任意的 t � R
+

, 有

P( � � t | F� ) = P(� � t | Ft ) ; P(� � t | F� ) = P (�

� t | Ft ) = exp(-�
t

0
�s ds) . 记

Z
�
s, t =

P( � � t | F� )
P(� � s | F� )

= exp(-�
t

s
�udu) .

用 Q表示与 P 等价的等价鞅测度全体. 对任意的

Q � Q, Q
F
表示 Q 在 F 上的限制. 由文献 [ 1] 的

Girsanov- 型变换, 对任意的Q � Q, 存在Q对P 的密度

过程 L
�, �使得



dL
�, �

= L
�, �

( �t dW t + ( �t - 1) dM t ) ( 1)

这里 t � R
+
和 L

�, �
0 = 1, �和 �是可料过程, �是严格

正的, 且

�
�

0
�

2
t dt < � , ��

�

0
�t�t dt < � , � a. s. ( 2)

W t = W t -�
t

0
�sds 和M t = N t -�

t ��

0
�s�sds ( 3)

是 Q- 鞅, 而且W 是Q- 标准布朗运动, ��= ��是N 的

Q- 强度.

现在, 考虑带有事件风险的永久美式期权. 设 X �

表示期权在随机时刻 �执行的收益, X 是非负的关于

F- 适应的, 且轨道连续的过程. Y � 表示事件风险在随

机时刻�发生的修正收益, Y 是非负的关于F- 适应的,

且轨道连续的过程. 需要做如下的假设:

假设( H 2) � EQF ( supt � R+ X t ) < � ;

� � EQ
F ( supt � R

+ Y
2
t ) < � .

记 G� � �{ ( �
t � R

+
Ft ) � �(�) } ; 用Mt 表示在[ t , � ]

上取值, 且关于 F 是停时的随机变量全体; R( �, �) 表

示在随机时刻 � � �的收益过程, 即

R(�, �) = I (�� �) X �+ I (�< �) Y � ( 4)

2 � 主要定理及证明

由前面的定义知G与F 的区别是F 中加入了一个

不可预测停时�构成G . 我们希望在一定的条件下能将

关于 G 的计算转换成关于F 的计算. 下面的两个引理

告诉我们, 在 �> t 或 � � �> t 时能将关于G 的条件

期望的计算转换成关于 F 的条件期望的计算.

引理1 � 设X 是一个G� - 可测, 可积的随机变量,

则对任意的 t � R
+

, 有

E( X | Gt ) I �> t =
E( X I �> t | Ft )
E( I �> t | Ft )

I �> t .

证明 � 因为G� = F� � �(�) , 由单调类定理可知

Gt � { A � G� | �A t � Ft , A � {�> t} = A t �
{�> t} } .

显然,
E( XI �> t | Ft )
E ( I �> t | Ft )

I �> t 关于Gt 可测, 则对任意的

A � Gt ,

�A
X I �> t dP = E( X I A

t
� (�> t) ) .

另一方面, 有

�A

E ( XI �> t | Ft )
E ( I �> t | Ft )

I �> t dP =

��A � (�> t)
E( X I �> t | Ft ) dP =

��E ( XI �> t | Ft ) I A
t
� (�> t) dP = E ( XI A

t
� (�> t) ) ,

所以, E( X | Gt ) I �> t =
E( X I �> t | Ft )
E( I �> t | Ft )

I �> t . � 证毕.

引理 2 � X �, Y �如第一节约定, R( �, �) 的定义见

式( 4) , 假设带有事件风险的永久美式期权是通过 X ,

Y 所定义的, 对给定的一个等价鞅测度Q, 在 �� �> t

上, 有

EQF e
- r (���)

R(�, �) | Gt I (�� �) > t =

� EQF �
�

t

Y u

B u
�uZ�t, udu +

X �
B �

Z
�
t, � | Ft I (���) > t ( 5)

证明 � 根据 R(�, �) 定义, 知

EQ
F e

- r (���)
R(�, �) | Gt I (�� �) > t =

� EQF e
- r�

X �I �� �+ e
- r�

Y�I �< � | Gt I ( ���) > t =

� EQF e
- r�

X �I �� � | Gt I (�� �) > t +

� EQF e
- r�

Y �I �< � | Gt I (���) > t .

进一步, 由引理 1 及 Z
�
t, �的定义, 有

EQF e
- r�

X �I �� � Gt I (���) > t =

� EQF e
- r�

X �I t< �� � | Ft

E Q
F I �> t | Ft

I �> t =

� EQ
F EQ

F
e
- r�

X �I t< �� �

E Q
F ( I t< � | Ft )

F� Ft I �> t =

� EQ
F e

- r�
X �I �> t

E Q
F { I ��� | F� }

EQ
F { I ��t | F� }

Ft I �> t =

� EQ
F e

- r�
X �Z

�
t, � | Ft I (���) > t .

再由文献[ 3] 命题 3. 4, 有

EQF e
- r�

Y �I �< � | Gt I (���) > t =

� EQ
F �

�

t
e

- ru
Y uexp -�

u

t
�sds �u du Ft I (�� �) > t =

� EQF �
�

t
e

- ru
Y uZ

�
t, u�udu Ft I (���) > t .

所以式( 5) 成立. � � 证毕.

为了下面定理证明的需要, 我们重新描述一下在

文献[ 9] 已经得到的结论.

引理 3 � 令 Q � Q是一个等价鞅测度, 则 Q由 dQ

= L
�, �
� dP 确定, 这里 L

�, �如式( 1) 定义, 且有

�t = -
�- r
�

, t � R
+

.

式( 3) 中的测度变换是由�, �确定, 它们与风险的

市场价格有密切关系, 引理 3 告诉我们股票风险的市

场价格为-
�- r
�

, 因为股票是可交易的, 且没有加入

事件风险的市场是完备的, 所以股票风险的市场价格

是惟一的。对事件风险而言, 市场是不完备的, 事件风

险不能由任何可交易资产所反映, 因此事件风险的市

场价格��是不惟一的. Q是Q中的一个等价鞅测度, 市

场模型( �, F, F, P ) 是完备的, 因此等价鞅测度集 Q
F

只有一个元素, 即 QF
= { Q

F
} , 也就是说Q的所有元素

在 F 上的限制是重合的, 且 Q
F 是惟一的.
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下面应用上面的引理给出带有事件风险的永久美

式期权的定价公式. 我们采用跟带有事件风险的欧式

期权和美式期权定价类似的方法, 引入一个辅助过程.

带有事件风险的永久美式期权的最优停时问题的解就

是这个辅助过程的 snell- 包络(也就是控制这个辅助

过程的最小的上鞅) 在某个临界点的值.

定理 1 � 设 Q � Q, 并 记
V t

B t
= ess

sup�� M
t
E QF �

�

t

Y u

B u
�uZ�0, udu +

X �
B �

Z
�
t, � Ft , 其中�是�的

Q- 强度. 则带有事件风险的永久美式期权的价值为

V 0 , 且 V 是在� � �> t 上的右连左极过程. 若对任意

的 t � R
+

, 令

I t =�
t

0

Y u

B u
�uZ

�
0, udu +

X t

B t
Z
�
0, t ,

则 I t 的 snell- 包络存在, 记其包络为 J t . 进一步,

有

V t =
B t

Z
�
0, t

J t -�
t

0

Y s

B s
�sZ

�
0, sds , 对任意的 t � R

+
.

对任意的 t � R
+

, 再令 �

�*t = inf { u � t: I u � J u } � Mt ,

则在 � � �> t 上,

EQ
B t

B ���
R (�, �) Gt � EQ

B t

B �*t ��
R (�*t , �) Gt =

V t , 对任意的 � � Mt .

证明 � 显然 I t � 0. 记 X
*
t = sup

0 � s � t
X s , Y

*
t =

sup
0 � s � t

Y s .

首先注意到�
�

0
�uZ�0, udu+ Z

�
0, � = 1, 且Z

�
0, t 是关于

Q的条件生存函数, 从而有 0 � Z
�
0, t � 1. 由假设( H 2) ,

有

EQF sup
t � R+

I t =

� EQF sup
t � R+ �

t

0

Y u

B u
�uZ

�
0, udu +

X t

B t
Z
�
0, t �

� EQ
F sup

t � R+ �
�

0
Y

*
u �uZ

�
0, udu + X

*
� Z
�
0, t �

� EQF Y
*
��
�

0
�uZ�0, u du + X

*
� =

� EQ
F Y

*
� ( 1 - Z

�
0, � ) + X

*
� �

� EQ
F Y

*
� + X

*
� < � .

因为 I 是连续的F - 适应的过程, 且 EQ
F sup

t � R+
I t <

� , 由文献[ 4] , I t 的 Snel-l 包络存在, 记为 J t . 由文献

[ 5] , 知 J t = ess supNIM
t E QF { I N| Ft }  , 且 JR= ess

supNIMRE QF { I N| FR} . 由 V t 的定义, 可知

V t =
B t

Z
K
0, t

J t -
Q

t

0

Yt

B s
K sZ

K
0, sds .

在 R C S > t 上, 定义

U
R
t = B tE QF e

- r( RC S)
R( R, S) | Gt .

由引理 2可知, 在 R C S > t 上,

U
R
t

B t

=
1

Z
K
0, t

EQF ( I R| Ft ) -
Q

t

0

Y s

B s
KsZ

K
0, s ds [

 
1

Z
K
0, t

J t -
Q

t

0

Y s

B s
KsZ

K
0, sds .

由文献[ 4] , J t = EQF ( I R*
t | Ft ) , 则在R C S> t 上,

有 V t = U
R*

t
t \ U

R
t , 即

EQF
B t

B RCS
R ( R, S) Gt [

 EQ
F

B t

B R*
t

C S
R ( R

*
t , S) Gt = V t ,

对任意的 R I Mt . 证毕.

在下面的定理中给出带有事件风险的永久美式期

权值的上界及下界, 直观看来是比较明显的, 但证明起

来需要注意一些问题. 为了达到上界我们要找到对期

权持有者而言最好的等价鞅测度, 因此上界是使得收

益过程为X D Y 的带有事件风险的永久美式期权的惟

一价格. 下界是对于期权持有者而言最糟糕的情况的

价格, 因此, 要构造一个对期权持有者而言最有挑战性

的等价鞅测度. 我们找到的下界恰好是收益过程为 X ,

取消折扣过程为 X D Y 的 Game 期权的下界. ( 注:

Game 期权的执有者和卖方可以在任何时候终止合

约, 执有者可以在任何时候以某一确定的价格购买(或

出售) 标的资产, 若期权卖方终止合约, 他(她) 必须付

给期权执有者相应的取消折扣费. )

定理 2  假设带有事件风险的永久美式期权是通

过 X , Y 所定义的, 对任意的 Q I Q, V
Q
0 表示带有事件

风险的永久美式期权的值, 则它满足下列无套利的界:

V
­
0 [ V

Q
0 [ V

*
0 ,

其中

V
­
0 = supRIM

0

EQF { exp(- rR) ( X D Y) R} ,

V
*
0 = infNIM

0

supRIM
0

EQF { exp(- r( R C N) ) R( R, N) } =

 supRIM
0

infNIM
0

EQF { exp(- r( R C N) ) R( R, N) }

和

�R ( R, S) = I R[ SX R+ I S< R( X D Y) S.

证明  第一部分: 令�Y = X D Y. 由X , Y 的假设

�Y 是 F- 适应的, 非负的, 轨道连续的过程, 且

EQF ( supt I R+ �Yt ) < ] . 由文献[ 6] 的引理 2. 6, 有

�J t = ess supRIM
t
( F) EQ

F
�YR
B R

Ft =

 ess supRIM
t
( G) EQ

�YR

B R
Gt \ EQ

�YR

B R
Gt .

因为 R是取值于R
+ 的 F- 停时, S是G- 停时, 且 F
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G, 所以R C S是G- 停时. R( R, S) = I R[ SX R+ I S< RYS,

�YRCS= ( X D Y) RCS \ R( R, S) . 所以,

EQ{ e
- r( RC S)

R ( R, S) } [ EQ { e
- r( RC S)

�YRCS} [

 �J 0 S V
*
0 .

这样, 就得到一个 V
Q
0 的一个上界 V

*
0 .

下证 V
*
0 可以取得到. 构造等价鞅测度 Q n I Q使

得 V
Q

n0 单调上升于 V
*
0 .

�R
*

= inf { t \ 0: �J 0 [ �Yt / B t } .

则�R* 是取值于R
+ 的 F- 停时. 我们如下定义 R*

, S
*

:

R
*

=
�R

*
,  当 �Y�R* = X�R*

] ,  否则

S
*

=
�R

*
,  当 �Y�R* = Y�R*

] ,  否则

由引理 3, 通过 U
n

=
K

n

K
确定相应的测度Q n , 这里

K
n
是S的Q n - 强度, 其中 K

n
t = 1/ n+ nI (�R* < t, �Y

�R*
= Y

�R*
) .

注意到 R
*
和 S

*
是 F- 停时, 且对任意的 n I N , Q n 与

Q
F 在F 上重合, ( R

*
, S) 弱收敛于( R

*
, S

*
) , 因此, 对任

意的 E > 0, 有

lim
ny ]

Q n( | S- S
*

| > E) = 0.

又由文献[ 4] 及X 与 Y 的连续性, 当n y ] 时, 有

EQ
n
{ R( R

*
, S) / BR*

C S} y

 EQ
F { R( R

*
, S

*
) / B R* C S

* } =

 EQ
F { �Y�R* / B�R* } = V

*
0 .

且对任意的 n I N , EQ
n { R( R

*
, S) / BR* C S } [ V

Q
n0

[ V
*
0 . 所以, V

Q
n0 单调上升收敛于 V

*
0 .

第二部分  对任意的 R I M0 , t I R
+

, 令  

U
R
t = e

- r ( RC t)
R ( R, t) = e

- r( RC t)
I R[ tX R+ I t< RY t .

U
R

= U
R
t t I R+ 是 F- 适应的右连左极过程. 记

J
R
t = ess infNIM

t
E Q

F { U
R
N| Ft } .

由假设( H 1) , J
R
= J

R
t t I R

+ 是G- 下鞅, 且有 J
R
t =

J
R
t C R [ U

R
t C R = e

- r ( RC t)
R ( R, t) . 因此 J

R
S [ e

- r ( RC S)
R( R, S)

及

infNIM
0

EQF { U
R
N} = J

R
0 [ EQ { J

R
S} [

 EQ{ e
- r ( RC S)

R( R, S) } .

从而有

supRIM
0

infNIM
0

EQF { U
R
N} [ supRIM

0

EQ{ e
- r( RC S)

R( R, S) } ( 6)

这样, 就可以得到 V
Q
0 的一个下界. 令 v = inf{ t \

0: X t \ Y t } , 并且要求 Ev
2

< ] ,Mv
0 表示取值于0到 v

的 F- 停时. 由式( 6) , 有

sup
RIMv

0

infNIM
0

EQF { U
R
N} [ supRIM

0

EQ{ e
- r( RC S)

R( R, S) } .

由 U
R
t 及 V

Q
0 的定义可知,  

sup
RIMv

0

infNIM
0

EQF { e
- r( RC N)

R( R, N) } [ V
Q
0 ( 7)

当 t [ v 时, X t [ Y t = ( X D Y) t , 此时,

R( R, N) = R( R, N) = I R[NX R+ I N< R( X D Y) N.

所以式 ( 7) 可以写为: supRIMv
0 infNIM0 EQ

F { e
- r ( RC N)

R( R, N) } [ V
Q
0 . 对任意的 t I R

+
, 令  

V
­
t = ess supRIM

t
ess infNIM

t

 EQF e
- r( RC N)

R( R, N) | F t .

由文献[ 7] , 可知V
­
0 是执行值为X , 取消折扣值为

X D Y 的 Game 期权的值, 同时对于这样的 Gam e 期

权, 最优执行时间 R* 为:

R
*

= inf { t > 0: X t / B t \ V
­
t } .

最优取消时间 N* 为:  

N
*

= inf { t > 0: ( X D Y) t / B t [ V
­
t } .

当 t [ ( R
*

C N
*

) 时, X t / B t [ V
­
t [ ( X D Y) t / B t . 又

因为X v \ Y v , 所以, v [ ( R
*

C N
*

) 时, X v / Bv = V
­
v =

( X D Y) v / B v. 因此当 v [ ( R
*

C N
*

) , 就可以马上执

行或取消. 所以, 我们可以认为 R*
, N

*
[ v , 也就是说,

R
*

, N
*

I Mv
0 , 从而有

V
­
0 = ess supRIM

0
ess infNIM

0

   EQF e
- r( RC N)

R( R, N) =

 infNIM
0

EQF e
- r( R* C N)

R( R
*

, N) [

 sup
RIMv

0

infNIM
0

EQF { e
- r( RC N)

R( R, N) } [ V
Q
0 .

下证存在( Qn) n I N I Q, 使得 V
Q

n0 y V
­
0 . R

*
, N

*
与

上面的定义一样. 由引理 3, 通过 U
n

=
K

n

K
来定义相应

的等价鞅测度Q n , K
n
是S 的Q n- 强度, 且对任意的 t I

R
+

,

K
n
t = 1/ nI t [ N* + nI t> N* .

注意到  

Z
Kn

0, t = exp -
Q

t

0
K

n
s ds =

 exp -
Q

t

0
1/ nI s [ N* ds + nI s> N* ds =

 exp -  
Q

N*

0
1/ nds +

Q

t

N*
nds =

 exp - 1/ nN
*

+ n | t - N
*

|
+

[

 exp - n | t - N
*

|
+

,

其中 | t - N
*

|
+

=
0,  当 t [ N

*
,

t - N
*

,  当 t > N
*

.

进而, 由 V
Q

n0 的定义及引理 2, 对任意的 n I N , 有

V
Q

n0 = supRIM
0

EQ
n

e
- r ( RC S)

R( R, S) =

 supRIM
0

EQ
F

Q

R

0

Y t

B t
K

n
t Z

Kn
0, t dt +

X R
B R

Z
Kn

0, R [

 supRIM0

EQ
F

Q

R

R C N
*

Y t

B t
ne

- n| t- N* |+

dt +
X R
B R

e
- n| t- N* |+

+
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EQ
F

Q

N*

0
Y t 1/ ndt ,

另外

EQ
F

Q

N*

0
Y t 1/ ndt [ 1/ nE Q

F { Y
*
] v } [

 1/ n( EQF Y
*
]

2
)

1
2 ( EQF v

2
)

1
2 = O( 1/ n) .

令

Zn( R) =
Q

R

RCN*
Y t

B t
ne

- n| t- N* |+

dt +
X R
B R

e
- n| t- N* |+

.

则V
Q

n0 [ supRIM
0
EQF { Zn( R) } + O( 1/ n) . 经过适当的变

换有

Zn( R) = I R[ N*
X R

B R
+ I N* < R

YR

B R
e

- n| t- N* |+

+

 I N* < R
Q

R- N
*

0

YN* + t

B N* + t
ne

- nt dt.

因为密度为ne
- nt 的测度收敛于在0点的Dirac测度, 所

以  

lim
ny ]

E Q I N* < R
Q

R- N*

0

YN* + t

B N* + t
ne

- nt
dt =

 EQ
F I N* < R

YN*

BN*
( 8)

因为 n y ] 时 e
- n

y 0, 所以

lim
ny ]

E QF I N* < R
YR

B R
e

- n| t- N* |+

= 0 ( 9)

由式( 8) 和( 9) , 并注意到 N
*

[ v, 有

lim
ny ]

E QF Zn( R) = EQF I R[ N*
X R

B R
+ I N* < R

YN*

BN*
=

 EQ
F e

- r( RC N
*

)
R( R, N

*
) =

 EQF e
- r( RC N

*
)

R( R, N
*

) .

所以 lim
n y ]

V
Q

n0 [ supRIM
0
EQF e

- r ( RC N* )
R ( R, N

*
) = V

­
0 .

又因为 V
­
0 [ V

Q
0 , 所以lim

ny ]
V

Q
n0 = V

­
0 . 证毕.

注: 本文的定理 2 的证明要求 EQF ( supt I R+ ) Y 2
t < ] , 此条

件比 带 有 事 件 风 险 的 美 式 期 权 的 相 应 定 理 的 条 件

( EQF ( sup t I [ 0, T ] Y t) < ] ) 稍强.
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The Valuation of Permanent American Options in

the Presence of Event Risk

CH EN Yong- juan, LIU J-i chun
*

, L IN Shun-fa
( Shoo l o f M athemat ical Science, Xiamen Univ. , Xiamen 361005, China)

Abstract: In t his paper , the valuation o f permanent American opt ions in the presence o f non- hedgeable event r isk is consider ed.

When the event occurs, the permanent Amer ican option is term inat ed and a rebate is paid instead o f t he promised pay- off pr ofile. Con-

sequently , the presence o f ev ent risk influences the exer cise straegy of the option holder. Then, for a given equiv alent mar tinga le meas-

ure, the optimal stopping pr oblem o f the permanent American opt ion is so lved. As a main result, no- arbitr age bounds fo r permanent

Amer ican option values in presence o f envet risk are deriv ed.

Key words: permanent American options; optimal stopping time; event risk; Game options
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