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球覆盖性质不是同胚不变的

程立新
>

程庆进 刘小燕

∃厦门大学数学科学学院
,

厦门 # ? (! !≅&

摘要 Α 32 37 ∗ 空间 Β 中的一个开球族 Α 是 Β 的球覆盖
,

如果 Α 中的任一元素不包含原

点
,

且 Α 中元素之并覆盖了 Β 的单位球面 6Χ
/

Α32
3 Δ∗ 空间 Β 称为具有球覆盖性质

,

如果

Β 有一个由可数多个球组成的球覆盖
/

通过在 (!! 上构造等价范数证明了 Α 32 37 ∗ 空间 Β 的

球覆盖性质既不是线性同胚不变的
,

也不是在商映射下不变的
,

同时
,

它也不具有子空间的可

继承性
/

关扭词 球覆盖

Ε 6 7 ∃ ! ! ! &主皿分类

同胚不变性 Φ 3+ 03 ΓΧ 可微性空间 Α 32 3Δ ∗ 空间

) ? Α  ! , ) ? Φ ! ≅

( 引官

众所周知
,

整个 Α 32
3 Δ∗ 空间几何学

,

可以说就是一部单位球和单位球面的几何学
/

各种

几何概念
,

如空间的凸性
、

光滑性
、

自反性 ∃包括超自反性&以及 =名Η 4 2Ι :1 ϑ4 Η Κ5 性质等都可

以通过单位球来定义
,

即使是其它学科分支
,

直接用
“

球
,

研究其他方面的内容
,

也都成为相

应分支的重要组成部分
/

如属于 Α 32 37 ∗ 空间几何范畴的 Ε3Λ ΓΜ 交性质 ∃见文献 【(
一(# 」&

,

最优

化理论的装球问题 ∃, 3Δ ϑ1 2 Ν , Μ4 Ο Π0 5 &∃见文献 Θ()ΙΙ 叫&
,

非线性泛函分析的拓扑度理论 ∃见文

献【  
一# )」&等
文献 Ρ#≅ Σ从不同的视角引入了球覆盖性质的概念

� Α 32 37 ∗ 空间 Β 称为具有球覆盖性质
,

如果 Β 的单位球面 6Χ 可被可数多个不含原点的球所覆盖
/

显而易见
,

对一个可分 Α 32 37 ∗

空间 Β 来说
,

由于其单位球面 6Χ 的可分性
,

故 Β 具有球覆盖性质
/

但反之不真Ρ 文献 Ρ#≅ Τ

给出了
�

若 Β 为 Φ 3+ 03 ΓΧ 可微性空间
,

则 Β 具有球覆盖性质的充分必要条件是 Β
,

为 . > 一

可

分的
/

这说明在 Φ 3+ 03 ΓΧ 可微性空间中
,

球覆盖性质是拓扑不变量
/

由凸集分离定理易证具

有球覆盖性质的 Α 32 3Δ ∗ 空间 Β
,

其对偶空间 Β
>

是 叨
> 一

可分的
/

然而
,

对偶空间 Β
>

为 . > Ι

可分的 Α 32
3 Δ∗ 空间 Β 是否具有球覆盖性质呢Υ ∃即文献 Ρ#≅ 」中问题 # &本文通过在 Π44 上构

造不同的等价范数
,

证明了 Α 32
3 Δ∗ 空间 Χ 的球覆盖性质既不是线性同胚不变的

,

也不是在

商映射下不变的
,

同时
,

它也不具有子空间的可继承性
/
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 球扭盖性质不是拓扑不变+

首先
,

设 入任 (!
,

((
,

并定义 厂 (!! 一 = 为

, ∃Χ & [ Π15 %Γ , ΣΧ ∃2 &Σ
,

∴ Χ [ ∃Χ ∃2 &&任 (!!
/

此时可令 ΣΣ
·

ΣΠ> 二 ΧΠ8
·

ΣΣ] ∃( 一的,
,

其中 ΣΠ
·

Σ/表示 8Δ4 中的自然范数
/

定理  / 8 Β > 二 ∃Π⊥⊥
,

((/ ((> &具有球覆盖性质的充分必要条件是 入 _ 告
·

在证明该定理之前
,

我们注意以下事实
�

命肠  
/

 对于自然数集 :
,

存在一个由 : 的子集构成的不可数集族万
,

满足
�
万 中任

一元素 : 含有无限多个正整数
,

且任两个相异元素之间至多含有有限多个共同元
/

证明 令 二 � : 一 ⎯ ∃有理数集&为一双射
/

∴ 3 〔 =
,

存在 73 ΓΔ 坷 序列 Θ3

小州
Δ

⎯
, 3 > 并3 ∃∴ ϑ 〔 : &

,

使得 3 > ‘ 3
/

易知 ΘΘ二
一‘

∃3 > &Σ裘, � 3 任 = Σ即为我们所求的 万
/

为证明定理  
/

(
,

还需要以下引理
�

引理  / # 设 Θ凡 Σ准
Π
为一集合序列

,

其中凡 Δ :
,

时
[ 44 ∃α 。 〔 : &

,

则存在 ΘΦ
。

Σ篡 Π
,

使得 Φ才[ Δ4
,

Φ 。 Δ 凡 ∃∴ 。 任: &且当 5
,
。 〔 :

,

二 尹2 时
,

∃Φ
。 2 ‘5 &β χ Δ4

/

证明 由扩
二 Δ4

,

δ8 Δ :
,

对 δΠ 利用命题  /  知
,

存在几 [ Θ刁Σ> ,
,

其中 8β 二 ,
,

使

得 刁 Δ δ8
,

∃刁 &β [ 44 份
� 。劝且当石

, 。。 :
,

若兴。时
,

∃蜡门号&β χ Δ4
·

∴Ψ & (
,

定义殊
,

如下
�

Θ 凡
] Π ,

尹介
( [ 、

ε � 2 玛] ( ,

当 α� 任几
,

∃� 2 玛] Π
&β χ Δ4

,

当 日� 任几
,

∃� 门凡十 Π
&β [ !!

/

因 几 不可数
,

故存在 刁 任几
,

使得 为 & (
,

有 ∃歼 2

殊
(

&β χ Δ4
·

设对 2 & Π
,

定义 珍∃φ & 2& 满足

∃1& 珍 Δ 衅
一‘

Δ/
二 Δ
刁

二 凡 ς

∃((& ∃衅 &β [ Δ4 且 ∃玲 2

琴
Π
&β χ Δ4

/

由 ∃殊
,
&β 一 44

,

殊
, Δ 凡十Π ,

对殊
,
利用命题  /  

,

可找到一序列 Θ衅
] ‘Σ纂、

� ,

使

得
,

∴ φ & 2 ] (
,

有

∃111& 衅]( Δ 珍 。
二 7 刁 三 凡

∃1
α
& ∃刁

] ‘&β [ Δ4 且 汗群全2 弓认
Π
&β χ Δ4

·

因此
,

我们得到一序列 Θ嵘 Σ裘
Π ,

使得

玲 7 凡
,

∃玲&β 二 Δ4
,

α 2 4 :
,

且

∃衅 2
嘿 &β χ Δ4

,

α 5
,
2 〔 :

,

二 笋2
/

故令 Φ 。 [ 珊 即可完成证明
/

接下来我们来证明定理  
/

(
/

定理  
/

( 的证明 充分性
/

若 ( & 入 _ 告
,

此时
,

令 Χ
吉二 士 0 。

∃0
、
表示标准单位向量&

,

Π χ � χ  入
/

我们断言 ΘΑ ∃Χ 吉
, Μ

&Σ 篡
�
即为 Χ > 的一个球覆盖

/

注意到 ΣΣ
Χ

+ΠΠ
> [ ΛΠΠ

0。

ΣΠ入 [  入 _ � ,

即 ∴ 。
,

Α ∃
Χ

吉
,

均不包含原点
/

∴ 。 。 8Δ4
,

ΡΣ。 Σ/、 [ (
,

有

ΡΣ。Σ】& (
,

, ∃。& ∃ ( 且 ΣΡ。 ΣΣ[ ( 专[ 今 , ∃。&[ (
·
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由 88ΓΠΠ 的定义知
,

对 宁
_ !

,

存在 φ 任 :
,

使得 ΣΓ∃ Ψ&Π _ ΠΠΓ Σ 一宁
/

不失一般性
,

假设

、∃Ψ& _ !
·

因此

((对
一 ”((> [ γΠΠ亏

一 。“]∃ ‘一 入浏衬
一司

[ γΠ8 对
一 。

卜 ∃( 一 入域
。
&

一 入5 3Χ 不�
一 。∃Ψ&

, , Γ , Π。∃葱&一飞] ∃� 一 > &, ∃。&
/

云尹Ψ

如果  一 。∃Ψ&簇 %Γ ,译 , Π。∃‘&8∃簇 ((! ((&
,

则

“对
一 。((入 ∃ γΠη 。((

如果  一 。∃Ψ& _ %Γ ,译 , 8。∃葱&1
,

则

((对
一 。((> [ γ∃ 一 Γ ∃Ψ&&] ∃( Ι

] ∃( 一 入&尹∃。& [ ((! (,>

‘&, ∃·& χ ‘

∃
 一 Ρ/⋯ ]

�

( χ 仁

Μ 一 Π、
一下Ι 】] ∃Π 一 �&<∃Γ &
人 −

、 >

∃
( ]

宁&
] ∃Π 一 入, Ι

因此 。 。 Α ∃Χ丈
,

的
·

必要性
/

当 ! 成入毛告时
,

设 凡 具有球覆盖性质
,

即存在 Χ , 。 ΠΔ4
,

”Χ
。

((> & Μ 。 _ !
,

∴ 2 。

:
,

使得
8Β 8

%Χ
、 二

ι Α ∃
Χ 。 ,

、&
·

现划分 ΘΧ
。

Σ篡( 为以下两部分
�

≅ ( [ ΘΧ 。 � 尹∃Χ
。

& _ 4 Σ

2 [ (

三 Θ�
。

Σ 和 凡 [ ΘΧ 。 � , ∃Χ
。

& [ ! Σ
,

则 α � 。 ,

存在递增的正整数序列 Θ2 > Σ
,

使得

“∃2 ϑ &尹 !
,

丫ϑ 任:
,

之岌Σ“∃2 “&Π一 , ∃“&
·

利用引理  
/

#
,

当 。
, 2 〔 :

,

。 笋2 时
,

∃Θ二> Σ震
8 2 Θ。、Σ震

(
&β χ Δ4

/

令 � [ ι篡
Π
Θ2 、Σ震

�
·

规定 Θ!、Σ裘
Π [ !

/

定义 。 〔 Θ一 (
,

ΠΣ : 如下
�

+ε ∃‘, 一

Ρ
‘

, 一 ϕ
, 八

ε
一吕∋ (( 名”、‘,

’

若 葱任 :κ�,
介 一 (

若注 Θ2 > Σ霆八 ι Θφ
。
Σ裘

(
/

Ψ[ !

易知
,

ΣΣ训> 二 (
,

且 ∴ 2 〔:
,

至多存在有限多个正整数注 82 ς Σ
,

使得 %Ν2 耘∃1& [ 诚劝

因此

, ∃Χ &[ Π15 %Γ , 8Χ ∃2 &8
,

, ∃布&] ( [ , ∃祝&] , ∃。& & , ∃布 一 Γ && Π15 %Γ , Π布∃2 > &一 Γ ∃2 。&Π

[ Π15 6 Γ , ∃8
� 。

∃。> &Π] Π&
ϑ

无

[ , ∃
� 。

&] (
/

即 , ∃
� 。 一Γ &[ , ∃

� 。
&] (

,

∴ 。 任 :
/

注意到 ∴ Χ Δ 6λ
,

有, ∃Χ &[ 4
,

因此 , ∃Χ
。 一 。

&[ , ∃二
。

&] ( ,

∴ 2 任

:
,

所以

ΣΣ
Χ 。 一 训 > [ γ88 纵 一训 十 ∃( 一 入&, ∃二

。 一 。&
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[ 入ΣΣΧ
。 一 。ΣΣ] ∃( 一 入&∃, ∃Χ

。

&] Π&

& 入∃ΣΣΧ
。

ΣΣ一 (&] ∃( 一 入&∃<∃
Χ 。

&] (&

[ ΣΣΧ
。

Σ,> ] ( 一  入 _ ΣΣΧ
。

ΣΠ入 & Μ 。
/

这表明
, 。 彭ι篡

8Α ∃Χ
。 , � 。

&
/

矛盾 Ρ

该定理表明球覆盖性质不是同胚不变的
/

同时
,

它对文献 Ρ#≅ 」中的问题 # 给出了否定的

回答
/

推论  / ) 若 Α 32 3Δ ∗ 空间 Χ 具有球覆盖性质
,

则其对偶空间 Β
>

是 二 > 一

可分的
,

但反

之不真
/

推论  
/

≅ 球覆盖性质不能遗传到商空间上
/

证明 令 Β 二 ΠΔ4
,

Β! 二 句
/

记 【
·

(
� Β 一 Χ− Β⊥ 为商映射

/

商范数 ((
·

ι定义为

ΣΣμΧ( Σ卜可Χ&
,

αΠ ΧΤ 二 Χ ] Β! 任 Χ− Β⊥
·

由定理  
/

( 知
,

不存在可数球族 ΘΑ ∃Χ
。 ,

‘ &Σ篡
(
∃其中可Χ 。

& & Μ 。 _ !&
,

使得 6 三 Θ
Χ 任 (!! �

抓Χ& [ ( Σ Δ ι篡
(
到 Χ 。

, , 。

&
/

注意到 句 三 Θ
Χ 〔 (!! �

抓Χ& 二 !Σ
,

因此
,

Β −Β! 的单位球面 6Χ − Χ4

不能被 Β −Β! 中可数多个不含 Β −Β! 原点的球所覆盖
/

下面的推论表明
,

球覆盖性质不能遗传到子空间上
�

推论  
/

? (!! 中存在不具有球覆盖性质的闭子空间
/

证明 如定理  / ( 定义 Β > ,

令 ‘一 盖
,

则 88/ ”去二 合∃88
·

((] 川且 Β 查不具有球覆盖性质
·

因 Β墓
一 ∃Π一&> 一 (( 。叶 是 ‘ > 一

可分的
,

故存在 ΘΧς Σ�[
� 7

ΑΧ 丢
,

使得 ΘΧς Σ�[
Π
在 ΑΧ 丢中

. 气 稠密
/

定义 ν � Β 告一 ΠΔ4 为

ν Χ [ ∃∃Χ 之
, Χ &&裘

Π ,

∴ ‘ 任 Β 丢
,

易知 ν � Β 告一 ν凡 7Π 44 是一等距同构
·

因乓 不具有球援盖性质
,

故 ν介 亦不具有球

覆盖性质
/
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