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摘要: 主要介绍近年来关于可压缩磁流体力学( MH D)方程组的若干研究进展,主要包括: 一维可压缩 MHD 方程组古

典解的存在唯一性和剪切粘性极限,三维可压缩 MHD方程组的整体解存在性和不可压极限, 以及三维可压缩 MHD 方

程组整体强解的爆破准则.
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1  预备知识

磁流体力学偏微分方程组(简称 MHD方程组)描

述了导电流体在电磁场中运动状态,在天体物理、地球

物理、空气动力学或宇宙等离子物理学等领域中具有

重要物理应用背景. 由三大守恒定律并考虑电磁效应,

类似于流体力学数学模型( Navier-Stokes 方程组)的

推导, MHD方程组具有如下形式:

Qt + div(Q
1

u) = 0,

(Q1

u) t + div (Q1

u á u) + P̈ = ( ¨@

 H) @ H + divW,

Ht - ¨@ (u @ H) = - ¨@ ( v ¨@

 H) , divH = 0,

Et + div( u(Ec+ P) ) = div( ( u @ H) @

 H) = vH @ ( ¨@ H) + uW+ J Ḧ) ,

( 1)

其中( x , t ) I R
3 @ R+ . 这里, Q, u= ( u1 , u2 , u3 ) , P, e, H

和H= ( H 1 , H 2 , H 3 )分别表示流体的密度、速度、压

力、内能、绝对温度和磁场; q= - J Ḧ是热通量, J> 0

是热传导系数; T> 0是电阻系数或磁扩散系数; W为应

力张量中的粘性部分,即

W= L( ü+ ü
T

) + Kdivu Ò, ( 2)

其中 L和 K是流体粘性系数,一般满足以下物理条件:

L> 0, 2L+ 3K\0.

总能量E由三部分组成:内能、动能与磁场能, E与

Ec具有如下形式:

E= Q e +
1
2

| u |
2

+
1
2

| H |
2
,

Ec = Q e+
1
2

| u |
2

, ( 3)

其中
1
2
| H | 2 是磁场能量, Ec是内能与动能的和.

方程组( 1)中的第 1、2、4个方程分别表示质量守

恒、动量守恒和能量守恒; 第 3个方程是磁场方程, 可

由电磁场中的马克韦尔方程及欧姆定律推导得到. 但

是由于未知量的个数多于方程的个数, 方程组( 1) ,

( 2) , ( 3)不封闭.因此,为了封闭方程组,我们需要利用

状态方程(由热力学理论得出, 4 个变量 Q, H, e, P 中,

一旦 2个变量被确定,余下 2个变量也将被确定, 即余

下 2个变量是已确定的 2个变量的函数) :

e = e(Q, H) , P = P( Q, H) . ( 4)

显然,此时式( 1) ~ ( 4)是一完备的方程组,有 8个

方程, 8个未知量,分别为密度 Q,速度u,温度H和磁场

H.一般地,方程组( 1) ~ ( 4)称为(完全)非等熵可压缩

MHD方程组,描述非等熵(热传导)流体在磁场中的

运动状态.

最常见的理想多方气体(例如:空气、二氧化碳等)

的状态方程为

e = cVH, P = RQH= Ae
s/ c

VQC, ( 5)

其中 cV , R, A > 0 为正常数, C> 1 是绝热指数, s 表示

熵.注意到式(1)中的第 4个方程可改写成

(Q
1

s) t + div(Qsu) - div
J Ḧ
H

=
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 WB ü+ T| ¨@ H |
2

H
+
J| Ḧ|

2

H
2 \ 0.

这表明熵的增加是由于粘性、磁扩散和热传导引

起的耗散效应所导致的. 因此如果忽略上式中的耗散

和热传导效应, 则

(Q
1

s) t + div(Q
1

su) = 0.

再由质量守恒方程, 即式( 1)中第 1个方程,可得

st + u# s̈ = 0.

因此,沿着流线,我们有(假设解足够光滑) :如果

s| t= 0 = 常数,则 s( x , t )= 常数.

这种情形称为/等熵0流. 由式( 5)可知, 此时压力

P 为

P = aQC, a > 0: 常数,C> 1绝热指数(特别地,

C= 1B等温) .

于是,此时式( 1)中的前三个方程形成一个关于

(Q, u,H)的完备方程组,即

Qt + div(Q
1

u) = 0,

(Q1

u) t + div (Q1

u á u) + P̈ (Q) = ( ¨@

 H) @ H + L$u+ ( L+ K) d̈ivu,

Ht - ¨@ (u @ H) = - ¨@ ( T¨@ H) ,

 divH = 0,

( 6)

其中

P( Q) = aQ
C
,C\ 1, a > 0. ( 7)

方程组( 6) ~ ( 7)称为可压缩等熵 MHD方程组.

特别地,当 Q= 常数时,式( 6)和( 7)即为经典的不可压

缩 MHD方程组.

由于高维问题复杂的数学结构, 许多人研究以下

一维可压缩 MHD方程组:

Qt + ( Q
1

u) x = 0,

(Q1

u) t + ( Q1

u
2

+ P +
1
2

| b |
2
) x = (Kux ) x ,

(Q1

w ) t + (Q1

uw - b) x = ( Lw x ) x ,

bt + ( ub- w ) x = (Tb x ) x ,

Et + ( u(E+ P +
1
2

| b |
2
) - w # b) x =

 ( Kuux + Lw # w x + T1

b# bx + J1Hx ) x ,

( 8)

其中, Q是密度, u是纵向速度, w= ( w 1 , w 2 )是横向速

度, b= ( b1 , b2)是横向磁场, P 是压力, e是内能, H是绝

对温度; K, L是粘性系数, T是磁扩散系数, J是热传导

系数; E是总能量, 具有如下形式:

E= Q e +
1
2

( u
2
+ | w |

2
) +

1
2

| b |
2
, ( 9)

状态方程为

P = P( Q, H) , e = e( Q, H) . (10)

注意,不失一般性, 我们在方程组( 8)中已假设纵

向磁场恒为 1(由于 divH= 0) . 特别地, 当 w= 0, 而 b

I R
1
为数量函数时, 式( 8) ~ ( 10)即为最简单的一维

可压缩 MHD方程组.

由于其重要的物理应用背景, MHD 方程组引起

了广大物理学家、应用数学家以及流体力学计算专家

的研究兴趣,取得了丰富的研究成果,特别是对于不可

压缩 MHD方程组有大量的数值模拟和数学理论研究

结果.近几年,随着科学技术和理论分析工具的进一步

发展,可压缩 MHD 方程组受到越来越多的关注. 但

是,与不可压缩方程组比较而言,可压缩 MHD方程组

在其物理机制和数学结构上更加复杂, 无论是在技巧

方法还是分析工具等方面都与不可压情形有很大的不

同.本文将对近年来,特别是 2000年以来,关于可压缩

MHD方程组的研究成果作一个简单的概述, 主要分

为如下 3个部分: 一维可压缩 MHD 方程组的研究进

展;高维等熵与非等熵可压缩 MHD 方程组的研究进

展;关于三维等熵 MHD方程组整体强解的爆破准则.

2  一维MHD 方程组

关于一维 MHD方程组( 8) ~ ( 10)初(边)值问题

整体光滑解的存在唯一性是由 Kaw ashima 与 Okada

在 1982年得到的.他们在文献[ 1]中证明了一维最简

单的 MHD方程组,即式( 8)中 b I R
1
且 w= 0,初边值

问题小初值整体光滑解的存在唯一性;而 Liu等研究

了小初值问题整体解的长时间性质
[ 2]
. 但是由于磁场

的影响及其与流场的相互作用, 关于可压缩磁流体力

学方程组整体强解(古典解、光滑解)的存在性一直到

2002后才得到证明.

在 2002年, Chen等在文献[ 3]中考虑一维 MHD

方程组式( 8) ~ ( 10)的自由边界问题( Euler坐标) :

(Q, u, w , b, H) | t= 0 = (Q0 , u0 , w 0 , b0 , H0)

 ( x ) , x I 80 > (0, 1) ,

( w , b, Hx ) | 918
t

= 0, u | x= 0 = 0,

 ( P - Kux ) | x = x( t) = 1,

( 11)

其中 x= x ( t )是自由边界, 满足 xc( t) = u( x ( t) , t)且

x (0) = 1.

引进 Lagrangian坐标

y = y ( x , t) = Q
x

0
Q( N, t )dN, t = t , ( 12)
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则可将自由边界问题转化为以下的固定边界问题:

v t = uy ,

ut + P +
1
2

| b |
2

y
=

Kuy

v y
,

w t - by =
Lw y

v y
,

( v
1

b) t - w y =
Tby

v y
,

E t + u P +
1
2

| b |
2

- w # b
y

=

 Kuuy

v
+
Lw w y

v
+
Tbby

v
+
JHy

v y
,

( 13)

及初边值条件:

( v, u, w , b, H) | t= 0 = ( v 0 , u0 , w 0 , b0 , H0 )

 ( y ) , y I 8 > ( 0, 1) ,

( w , b, Hy ) = 0, u | y= 0 = 0,

 ( P - Kv
- 1

uy ) | y = 1 = 0, t > 0,

(14)

其中, v= Q
- 1

, P= P( v , H) , e= e( v, H) ,而

E = e+
1
2

( u
2

+ | w |
2
+ v | b |

2
) .

压力 P 与内能 e满足如下的热力学第二定律:

ev ( v, H) + P ( v, H) = HP H( v, H) . (15)

在这里需要指出的是,对于远离真空且适当光滑

的解, Euler 坐标意义下的自由边界问题( 8) , ( 11)与

Lag rang ian坐标意义下的固定边界问题( 12) , ( 13)是

等价的.

假设 p , e连续可微, J二阶连续可微,当 v > 0及 H

\0时, K, L, T仅依赖于 v , 且当 v > 0 时具有一阶的连

续导数,并且存在正常数 Ki , Li , Ti ( i= 1, 2) ,使得 K1 [ K

[ K2 , L1 [ L[ L2 和 T1 [ T[ T2 . 另外, 假设对于 r I [ 0,

1]及 q \ 2+ 2r ,以下 3个增长性条件成立:

( A1) 存在正常数 e0 , 使得对任意的 v > 0 和 H\

0,有

Pv ( v , H) [ 0, e( v, H) \ e0(1 + H
1+ r

) ;

( A2) 对任意给定的正常数 v 1 > 0,存在着仅依赖

v 1 的正常数 J0= J0( v 1 ) , p 0 = p 0 ( v 1)及 e1 = e1 ( v 1)使

得对任意的 v \ v 1 和 H\0,有

0 [ P ( v , H) [ p 0
1+ H1+ r

v
, J( v, H) \ J0( 1+ Hq

) ,

eH( v, H) \ e1 (1+ H
r
) ;

( A3) 对任意给定的正常数 v 2> v 1 > 0, 存在着正

常数 p i= p i ( v 1 , v 2 ) ( i= 1, 2, 3) , ej = e j ( v 1 , v 2 ) ( j = 2,

3) ,及 J1= J1 ( v 1 , v 2) , 使得对任意的 v I [ v 1 , v 2 ]及 H\

0,有

| PH( v, H) | [ p 1
1 + H

1+ r

v
,

- p 3
1+ H

1+ r

v
2 [ P v ( v , H) [ - p 2

1 + H
1+ r

v
2 ,

| ev ( v, H) | [ e2(1 + H1+ r
) ,

eH( v, H) [ e3 (1 + H
r
) ,

| J( v , H) | + | Jv ( v, H) | + | Jvv ( v , H) | [

 J1(1 + Hq
) .

在以上的假设条件下, Chen 等在文献[ 3]证明了

初边值问题( 13) , ( 14)整体解的存在唯一性, 由此得到

自由边界问题( 8) ~ ( 11)整体解的存在唯一性. 文献

[ 3]中的主要结果为以下的存在性定理:

定理 1  假设 P( v , H) , e( v, H)及 J( v, H)满足以上

的假设条件.另外,假设存在正常数 C0 和 M0 ,使得

C0
- 1 [ v 0( y ) [ C0 , M 0

- 1 [ H0 [ M 0 ,

 y I 8 > ( 0, 1) ,

|| ( u0 , w 0 , b0 ) || L 4 + || H0 || L2 [ C0 ,

|| ( v 0 , u0 , w 0 , b0 , H0) || H 1 [ M 0 ,

且 v 0 I W
1, ]

( 8) . 则初边值问题( 13) , ( 14)存在唯一

的整体解,使得对任意的 T > 0有

v I L
]

(0, T ; H
1 H W

1, ]
( 8) ) ,

( u, w , b, H) I L
]

(0, T ; H
1
( 8) ) ,

并且对任意的( x , t ) I 8 @ [ 0, T ] ,

C
- 1 [ v( y , t ) [ C, M

- 1 [ H( y , t ) [ M,

| ( u, w , b) ( y , t)| [ M,

|| ( u, w , b) || L 2( 0, T ; L4 H H 1) + || H|| L 2( 0, T ; L2 H H 1) [ C,

|| ( v , u, w , b, H) ( t) ||
2
H 1 +

 Q0

t

|| ( v yt , uyy , w yy , byy , Hyy ) ( s) ||
2
L 2 ds [

 M. ( 16)

这里 C仅依赖于C0 和 T , M = M( C0 , M0 , T ) > 0.

特别地,如果 v 0 I C
1+ A

( 8) 且( u0 , w 0 , b0 , H0 ) I C
2+ A

( 8) ,其中 AI (0, 1) , 则初边值问题( 13) , ( 14)存在唯

一的古典解 v I C
1+ A, 1+ A/ 2

( 8 @ [ 0, T ] ) , ( u, w , b, H) I

C
2+ A, 1+ A/ 2

( 8 @ [ 0, T ] ) , 并满足式( 16)中的估计.

在文献[ 4]中, Wang 研究了固定有界域中的一维

MHD方程组( 8)的如下初边值问题:

(Q, u, w , b, H) | t= 0 = (Q0 , u0 , w 0 , b0 , H0) ( x ) ,

 x I 8 > ( 0, 1) ,

( u, w, b, Hx ) | x = 0 = ( u, w, b, Hx ) | x= 1 = 0.

( 17)

在同样的假设条件和初边值条件下, 作者利用与

文献[ 3]类似的方法, 在文献[ 4]中证明了初边值问题

( 8) , ( 17)整体解的存在唯一性结果.

定理 1中假设条件( A1) ~ ( A3)中 r I [ 0, 1]及 q

\ 2+ 2r 在解的整体先验估计证明中起到关键的作

用,特别是对 H的上界估计.但是对状态方程增长指标
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的限制,初边值问题(8)~ (11)没有考虑到(热)辐射效

应对流体运动状态的影响.一般来说,辐射对流体运动

的影响随着温度的升高将会越明显. 当温度不高的时

候,辐射主要表现为能量的运输, 但是当温度很高时,

辐射压力及辐射能量会明显地影响流体的运动状态,

甚至将会主导流场中的各个物理量.我们在文献[ 5]中

考虑了在天体物理中有重要背景的热辐射磁流体力学

方程组,证明了一维初边值问题整体古典解的存在唯

一性.

在辐射动力学中,压力 P= P( Q, H)及内能 e= e(Q,

H)满足如下的状态方程:

P( Q, H) = P F (Q, H) + PR (H) ,

e(Q, H) = eF ( Q, H) + eR ( Q, H) , (18)

其中 P R (H)与 eR ( Q, H)分别表示辐射压力及辐射能量.

根据 Stefan-Boltzmann原理,有

PR ( H) =
a
3
H1 4

, eR (Q, H) =
a
Q
H4 , ( 19)

其中 a> 0为 Stefan-Bo ltzmann正常数. 根据 Fourier

原理,此时热通量 q为:

q = qF + qR = - (JF + JRH3) Hx >- JHx , (20)

其中 qR= - JRH3Hx 表示辐射热通量, JR > 0为一正常

数.根据 Boyle原理, 理想气体的压力 PF 和内能 eF 具

有如下的形式:

PF = RQH, eF = cVH, (21)

其中 R, cV> 0为正的物理常数.

显然,由式( 18) ~ ( 21)可以看出此时压力 P 与内

能 e 不满足定理 1中的假设条件( A1) ~ ( A3) . 事实

上,由于辐射非线性项的影响,在整体先验估计中关于

温度的上界估计将会变得更加复杂. 通过精细的先验

估计, 我们在文献[ 5]利用 Euler 坐标证明了一维辐射

MHD方程组整体古典解的存在唯一性.文献[ 5]的主

要结果可归纳为以下定理:

定理 2  假设 P( v, H)和 e( v, H)由式( 18) , (19) ,

(21)给出,且热传导系数 J= J( Q, H)连续可微,满足如

下增长性条件:

J1( 1+ H)
q [ J(Q, H) ,

JQ(Q, H) [ J2(1 + H) q
, q > 5/ 2, ( 22)

其中 J1 , J2 > 0为正常数. 假设初边值满足相容性条

件,且存在一个正常数 C0 > 0, 使得

C0
- 1 [ Q0 ( x ) , H0( x ) [ C0 , x I 8 > (0, 1) ,

(Q0 , u0 , w 0 , b0 , H0 ) I C
1+ A

( 8) @ ( C
2+ A

( 8) )
6
.

则对任意的 T> 0,初边值问题( 8) , ( 17)存在唯一的整

体古典解,满足

Q( x , t) , H( x , t) > 0, ( x , t ) I QT > 8 @ (0, T ) ,

(Q, Qx , Qt ) I C
A, A/ 2

( Q T ) ,

( u, w , b, H) I C
2+ A, 1+ A/ 2

( Q T ) .

粘性极限问题一直是流体力学数学理论研究的一

个难点和重点.在文献[ 6]中, Fan-Jiang-Nakamura 研

究了一维 MHD方程组( 8)的剪切粘性消失(即, Ly0)

时的极限过程, 证明了如下定理:

定理 3  假设 P( v, H)和 e( v, H)满足理想气体状

态方程,即

P( Q, H) = RQH, e(Q, H) = cVH,

其中 R, cV > 0 为正常数; 假设热传导系数满足如下条

件:

C
- 1

(1+ Hq
) [ J( Q, H) = J( H) [ C( 1+ Hq

) , q \1,

或者

J( Q, H) = J(Q) \ C/ Q,

其中 C> 0为正常数;还假设初边值(Q0 , u0 , w 0 , b0 , H0)

满足以下条件:

Q0 , Q0
- 1 I L

]
( 8) , ( u0 , w 0 , b0 ) I L

2
( 8) ,

H0 I L
1
( 8) , inf1

8
H0 > 0, 8 > (0, 1) .

则对任意的 T> 0,初边值问题(8) , (17)存在一整体弱

解(Q, u, w , b, H) ,使得当 Ly0时,

Qy�Q,在L
p
( QT )中强收敛,在L

]
( QT )中弱星收敛;

( u, b) y(�u,�b) ,在 L
2
( 0, T ; H 0

1
( 8) )中强收敛;

w y�w ,在 L
2
( QT )中强收敛, Lw

2
x= 0;

Hy�H,在 L
r
( QT )中强收敛, r I [ 1, 3) ;

Hx y�Hx , 在 L
p
( QT )中弱收敛, p< 3/ 2.

其中 QT > 8 @ (0, T ) , 而�f 表示 Ly 0时 f 的弱极限.

另外,极限函数(�Q, �u, �w ,�b,�H)在弱解的意义下满足式

(8)中 L= 0时的极限方程组.

研究粘性极限的主要困难在于缺少好的一致(关

于 L)估计,这给证明 Q的强收敛以及强非线性项的收

敛性带来了很大的困难. 因此为了证明定理 3, Fan-

Jiang-Nakamur a利用高维 Navier- Stokes方程组整体

弱解存在性的研究技巧证明了 Qy�Q在L
1
( QT )中的强

收敛,并利用 Lions-Aubin 及 Simon紧性原理处理非

线性项的收敛性.

3  高维MHD 方程组

高维 MHD的研究更加复杂,其数学上困难主要

表现在如下 3个方面: ( i) 双曲-抛物(奇异性 zy正则

性)的强耦合; ( ii) 退化性( Q= 0 真空, Q= ] 质量集

中) ; ( iii) 强非线性. 因此对高维 MHD方程组的研究

一直到近几年才有些进展, 但是很多具有重要物理意
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义的数学基本问题迄今仍是公开的.

在文献[ 7]中,我们研究了三维等熵 MHD方程组

( 6)的小扰动初值问题整体光滑解的存在性及其关于

时间 t的衰减估计.假设 Q] > 0为某一固定的正常数,

函数 P ( Q)充分光滑且 Pc( Q) > 0. 另外, 假设方程组

(6)具有如下初值:

(Q, u) ,H) ( x , 0) = (Q0 , u0 ,H0) ( x ) y

7  ( Q] , 0, 0) . (23)

我们在文献[ 7]中证明了如下结果:

定理 4  假设(Q0 - Q] , u0 , H0) I H
3 (R3 ) , 则存在

一个正常数E> 0, 使得当 77

|| (Q0 - Q] , u0 , H0) || H 3 [ E,

初值问题( 6) , ( 23)存在唯一的整体解 (Q, u, H )满足

Q> 0,

Q- Q] I C( 0, ] ; H
3
( R

3 ) ) H

 C
1
(0, ] ; H

2
(R

3
) ) ,

(u,H) I C(0, ] ; H
3 ( R3 ) ) H

 C
1
(0, ] ; H

1
(R

3
) ) ,

并且存在一个正常数 K> 0,使得对任意的 t \0,

|| (Q- Q] , u,H) ( t ) ||
2
H 3 + Q

t

0
( || Q̈||

2
H 2 +

 || (̈u,H) ||
2
H 3 )ds [

 K || (Q0 - Q] , u0 ,H0) ||
2
H 3 ,

进一步假设

|| (Q0 - Q] , u0 , H0) || L
p < ] , 1 [ p < 6/ 5,

则存在正常数 E0 , K 0> 0使得当 0< E< E0 时,

|| (̈Q- Q] , u,H) ( t) || H
2 [ K 0( 1+ t)

- R( p, 2; 1)
,

|| 9t (Q, u,H) ( t ) || H 1 [ K 0(1 + t)
- R( p, 2; 1)

,

|| Q- Q] , u,H) ( t ) || L q [ K 0 (1 + t)
- R( p, q; 0)

,

 q I [ 2, 6] .

这里 R( p , q; k)=
3
2

1
p
- 1

q
+

k
2 .

线性 Navier-Stokes方程组及热传导方程解的衰

减相比较, 等熵 MHD 初值问题( 6)和( 23)的解的 L
q

范数 (2 [ q [ 6)及一阶导数的 L
2 范数的衰减率是最

优的. 由于磁场是个未知量,关于 MHD初值问题的长

时间性质研究与带(已知)外力项的 Navier-Stokes方

程组相比较有本质的区别.为克服该困难,我们注意到

磁场方程可改写成:

Ht - T$H = ¨@ ( u @ H) .

因此,磁场方程可看作是带非齐次项的线性抛物

方程(热传导方程) . 利用广义的 Young 不等式及标准

的热核估计,可得到磁场先验的衰减估计,这些估计依

赖于 ü及 Ḧ. 由这些估计及线性 Navier-Stokes方

程组的 L
p
-L

q
估计, 通过精细的能量估计即可证明定

理 4.

由于 Q] > 0,定理 4的条件||Q0- Q] || H 3充分小意味

着初始密度 Q0 是远离真空的, 即 Q0 有正的下界.当真

空出现时(即 Q\0) , 动量方程出现退化, 这给高维问

题的数学研究带来了很大的困难. 在文献[ 8]中, H u-

Wang 研究了等熵 MHD方程组( 6)的初边值问题:

Q( x , 0) = Q0 ( x ) I L
C
( 8) ,  Q0 \ 0,

(Qu) ( x , 0) = m0( x ) I L
1
( 8) ,

 m0 = 0当 Q0 = 0,
| m0 |

2

Q0
I L

1
,

H( x , 0) = H0 ( x ) I L
2
( 8) , divH0 = 0

 在 Dc( 8) 意义下,

u | 98 = 0,H | 98 = 0,

(24)

其中 8是 R
3 中的有界域.

注意,这里仅假设 Q0 \0,因此初始密度可能存在

真空.其实对于高维问题,即使初始密度有一致正的下

界,目前也无法从数学上排除真空的出现.初边值问题

( 6) , ( 24)具有有限能量的整体弱解的定义如下:

定义 1  (具有有限能量的整体弱解的定义) 称

(Q, u,H)是初边值问题( 6) , ( 24)的一个有限能量弱

解,如果( Q, u,H)满足以下条件:

( i) Q\0, Q( x , 0)= Q0 在 Dc( 8)意义下,且

QI C( [ 0, T ] ; L
1
( 8) ) HL

]
( [ 0, T ] ; L

C
( 8) ) ,

Qu I C( [ 0, T ] ; L
2C
C+ 1
w eak( 8) ) ;

( ii ) 速度场 u与磁场H 满足

u I L
2
( [ 0, T ] ; H

1
0( 8) ) ,H I L

2
( [ 0, T ] ;

 H
1
0( 8) ) HC( [ 0, T ] ; L

2
weak( 8) ) ,

Qu á u, ¨@ (u @ H) , ( ¨@ H) @ H在 8 @ ( 0, T )

中可积,

Qu( x , 0) = m0 ,H( x , 0)= H0 ,

divH= 0在 Dc( 8)意义下;

( iii) 零延拓( Q, u,H)到 R
3
中, 即(Q, u,H) = 0当

x I R
3 / 8,则(Q, u,H)在 Dc( 8)分布意义下满足方程组

( 6) ;

( iv) (Q, u)在重整化意义满足质量守恒方程, 即

(Q, u)满足:

b( Q) t + div( b(Q) u) + ( bc(Q) Q- b(Q) )divu= 0,

其中 b I C
1
( R

+
) ,且 bc( z )= 0当 z I R

+
充分大时;

( v) (Q, u,H )满足能量不等式, 即

E( t) + Q
t

0Q8
( L | ü |

2
+ ( L+ K) (divu) 2

+

 T| Ḧ |
2
)dxds [ E(0) ,

其中
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E( t) = Q8

1
2
Q| u |

2
+

a
C- 1

QC+

 1
2

| H |
2

( x , t )dx ,

E(0) = Q8

1
2

| m0 |
2

Q0
+

 a
C- 1

Q0C+
1
2

| H0 |
2

( x ) dx .

定理 5  假设 8的边界 98 是C
2+ J

( J> 0) ,且绝热

指标 C>
3
2 . 则对任意的 T > 0, 初边值问题(6) , ( 24)

在 8 @ (0, T )中存在一个有限能量整体弱解( Q, u, H) .

另外,存在着一个稳态解(Qs , 0, 0) ,使得当 t y ] 时

Q( x , t) y Qs( x ) ,在 L
C
( 8) 中强收敛,

(u, H) ( x , t) y ( 0, 0) ,在 L
2
( 8) 中强收敛.

定理 5的证明主要是依照 Lions
[ 9]
的框架, 采用

Feireisl[ 10]等的简化和改进方法, 整个证明基于弱收敛

方法,证明过程非常复杂,冗长.简单地说, 首先,通过

对质量守恒方程添加人为扩散项(即,对双曲方程进行

抛物正则化)以及对动量方程添加人为压力项, 考虑

( 6) , ( 24)的光滑逼近问题, 使得逼近问题的密度具有

更高的可积性和适当的光滑性;然后,推导(一致)先验

估计,并利用这些估计研究人为扩散和压力项的极限;

最后,证明弱极限函数是原来问题( 6)和( 24)的有限能

量弱解.

由于流场和温度场的相互作用以及强非线性项的

影响,非等熵(热传导) MHD方程组( 1)的数学问题更

加复杂.在文献[ 11]中, Hu- Wang 考虑了方程组( 1)在

有界域 8 I R
3
中的初边值问题:

(Q, Qu ,H, H) | t= 0 = (Q0 , m0 ,H0 , H0) ( x ) ,

 x I 8,

u | 98 = 0,H | 918 = 0, q > - J Ḧ| 918 = 0.

( 25)

假设粘性系数 L(H) , K(H)和热传导系数 J(H)为仅

依赖于温度 H的正函数,而磁扩散系数 T是一个正常

数.假设压力由如下关系式给出:

P = P( Q, H) = p e( Q) + Hp H(Q) , (26)

其中 p e, p H I C[ 0, ] ) HC
1
(0, ] ) .由经典的热力学定

律,内能 e= e( Q, H)和压力 P= P ( Q, H)满足以下关系

式:

9 e
9Q

=
1
Q
2 P - H9P

9 H
,
9 e
9 H

=
9Q
9H

= cV (H) , (27)

其中 cV (H)> 0是比热系数,与 Q= Q(H)仅依赖于温度

H.由式(26) , (27)可知,

e(Q, H) = P e(Q) + Q( H) , ( 28)

其中

Pe (Q) = Q
Q

1

p e( N)
N2

dN, Q(H) = Q
H

0
cV (N)dN.

如果解充分光滑,则由方程组( 1)容易得到以下等

式:

d
dt

1
2
Q| u |

2
+

1
2

| H |
2

+ div
1
2
Qu | u |

2
+

 P̈ # u = divWu + ( ¨@ H) @ H # u+ ¨@
 (u @ H) # H - ¨@ (T¨@ H) #H , (29)

9t ( Qe) + div(Que) + (divu) P = T| ¨@ H |
2
+

 W: ü+ $K (H) , ( 30)

9t ( QP e( Q) ) + div( QP e (Q)u) +

 p e (Q)divu = 0, ( 31)

9t ( Q
1

Q(H) ) + div( QQ( H)u) - $K (H) =

 T| ¨@ H |
2
+ W: ü- Hp H( Q)divu, ( 32)

其中 K (H) = Q
H

0
J( N)dN. 由式( 29) , ( 31)和( 32) ,令

E[Q, u, H,H] ( t) >

 Q8
Q P e(Q) + Q( H) +

1
2

| u |
2

+

 1
2

| H |
2

( x , t )dx .

下面我们引进初边值问题( 1) , ( 25)的变分(弱 )

解定义.

定义 2  (变分弱解的定义) 称( Q, u, H,H)是初边

值问题(1) , (25)的一个整体变分弱解, 如果对任意的

T> 0,有

( i) Q\0, u I L
2
( [ 0, T ] ; W0

1, 2
( 8) ) , H I L

2
( [ 0,

T ] ; W 0
1, 2

( 8) ) H C( [ 0, T ] ; L
2
weak ( 8) ) , 并且在分布意

义下满足式(1)中的质量守恒、动量守恒及磁场方程,

且对满足 U( x , 0) = U( x , T ) = 0 的任意 UI C
]

( 8 @
[ 0, T ] ) , 有

Q
T

0Q8
( QUt + Q1

u# ¨U)dx dt = 0;

( ii) H\0,且对任意的 UI C
]
0 ( 8 @ (0, T ) ) , U\0

满足

Q
T

0Q8
( Q1

Q(H) Ut + Q1

Q(H)u# Ü+ K (H) $U)dxdt [

 Q
T

0Q8
(Hp H( Q) divu) - T| ¨@ H |

2
- W: ü)

 Udxdt;

( iii) (Q, u) , H,H)满足能量不等式, 即

E[Q, u) , H,H ] ( t ) [ E [Q, u, H, H] ( 0) >

 Q8
Q0P e(Q0) + Q0Q( H0) +

1
2

| m0 |
2

Q0
+

 1
2

| H0 |
2
dx ;

( iv) (Q, Qu, H)在分布意义下满足初值条件,即

esslim
t y 0+Q8

(Q, Qu,H) ( x , t )G( x ) dx =

 Q8
( Q0 , m0 ,H0) ( x ) G( x )dx .
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采取 Feireisl
[ 12]
的证明框架, 类似于文献[ 8]的分

析方法, Wang 在文献[ 11]中证明了如下结果:

定理 6  假设 8 是 R
3
中的一个有界域, 具有

C
2+ S

, S> 0 的光滑边界. 假设压力和内能分别由式

(26) , ( 28)给出, p e, p HI C
1
[ 0, ] ) ,且

p e (0) = 0, p H( 0) = 0,

p ec(Q) \ a1QC- 1
, p Hc(Q) \ 0, PQ> 0,

p e (Q) [ a2Q
C
, p H( Q) [ a3( 1+ Q

C
3 ) ,

 PQ\ 0,

( 33)

其中 C>
3
2

, a1 , a2 , a3 > 0为正常数.另外假设 T> 0, J

(H) , L(H) ,K(H) , cV ( H) I C
1
( [ 0, ] ) ) , 且存在正常数J,

�J, L, �L,�K, cV , cV> 0,使得

J(1 + HA) [ J( H) [ �J( 1+ HA) , A> 2,

0 < L [ L( H) [ �L,  0 [ K(H) [ �K,

0 < cV [ cV (H) [ cV .

最后,假设初值(Q0 , u0 , H0 ,H0)满足如下条件:

Q0 I L
C
( 8) , Q0( x ) \ 0, x I 8,

H0 I L
]

( 8) , H0( x ) \ H> 0, x I 8,

| m0 |
2

Q0
I L

1
( 8) ,

H0 I L
2
( 8) , divH0 = 0,在 Dc( 8) 意义下.

则初边值问题( 1) , ( 25)在 8 @ ( 0, T )中存在着一个整

体变分(弱)解( Q, u, H, H) ,使得对任意的 T > 0, 有

Q I L
]

( [ 0, T ] ; L
C
( 8) ) H C( [ 0, T ] ; L

1
( 8) ) ,

u I L
2
( [ 0, T ] ; W

1, 2
0 ( 8) ) , Q1

u I C( [ 0, T ] ;

 L
2C
C+ 1weak ( 8) ) ,

H I L
A+ 1

( 8 @ (0, T ) ) , Q1

Q( H) I L
]

( [ 0, T ] ;

 L
1
( 8) ) ,

Hp H I L
2
( 8 @ (0, T ) ) ,

 Q1

Q( H)u I L
1
( 8 @ (0, T ) ) ,

ln( 1+ H) I L
2
( [ 0, T ] ; W

1, 2
( 8) ) ,

 H
A
2 I L

2
( [ 0, T ] ; W

1, 2
( 8) ) ,

H I L
2
( [ 0, T ] ; W 0

1, 2
( 8) ) H

 C( [ 0, T ] ; L
2
weak( 8) ) .

值得注意的是, 状态方程( 26) , ( 27)以及条件( 33)

排除了最常见的理想气体(如, 空气、二氧化碳等)情

况,即

P( Q, H) = RQH, e(Q, H) = cVH, (34)

其中 R, cV> 0为正的常数.

我们在文献[ 13]中考虑在等离子物理学中具有重

要应用背景的螺旋箍缩问题.假设一带有轴向电流的

柱状流体在方位磁场中运动,则此时磁场力将迫使柱

状流体向径向运动. 这种径向压迫在物理上称为螺旋

箍缩,与等离子体约束装置(如热核反应装置)有密切

的联系,是由 Bennet t在 1934年首次提出的.

为了推导螺旋箍缩的数学模型,引进如下柱坐标:

x 1 = rcos1«, x 2 = r sin 1«, x 3 = z ,

  r = x
2
1 + x

2
2 , «= arctan x 2

x 1
.

则

u = ( u1 , u2 , u3) = u rj r + u«j «+ uz j z ,

H = ( H 1 , H 2 , H 3) = H r j r + H «j «+ H z j z ,

其中

j r = ( cos 1«, sin 1«, 0)
T
, j « = (- sin1«, cos1«, 0) T

,

j z = (0, 0, 1) T
.

在螺旋箍缩中, 磁力线在径向方向剪切(即 H r =

0) ,而轴向磁场 H z 和方位磁场 H «只依赖于半径 r .

因此,

H « = H «( r, t) , H z = H z ( r, t ) ,

H = (- H «sin 1«, H «cos 1«, H z )
T
.

特别地, 如果 H z = 0, 即 H = ( - H «sin1«, H «

cos 1«, 0) ,则称之为 Z- 箍缩(或称为 Bennet t 箍缩) ; 而

如果 H «= 0,即 H = ( 0, 0, H z ) , 则称之为 «- 箍缩.因

此, Z- 箍缩与 «- 箍缩是螺旋箍缩的特殊情形.

在螺旋箍缩磁场中考虑一无漩柱状流体, 则 u«=

uz = 0,且

Q= Q( r , t ) , H= H( r, t) , ur = ur ( r, t) ,

u = ( ur cos1«, u rsin1«, 0) .

因此,此时 MHD方程组( 1) , ( 34)可转化为如下

关于 ( Q, u r , H «, H z , H) 的方程组(为了方便起见, 记 x

> r, u > ur ; H 1 > H «, H 2 > H z ) :

Qt + ( Qu) x +
Qu
x

= 0,

Q( u t + u ux ) + P x +
H

2
1 + H

2
2

2 x
+

 H
2
1

x
= (2L+ K) ( ux +

u
x

) x ,

9t H 1 + ( uH 1) x = T H 1x +
H 1

x x
,

9t H 2 + ( uH 2) x +
uH 2

x
= T H 2xx +

H 2x

x
,

cVQ(Ht + uHx ) + P ux +
u
x

=

 ( JHx ) x +
JHx

x
+ Q ,

( 35)

其中

Q= K ux +
u
x

2

+ 2L u
2
x +

u
x

2

+

 T H 1x +
H 1

x

2

+ TH
2
2x .

我们在有界域 8 > ( 0, 1)中考虑方程组( 36)的初
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边值问题:

(Q, u, H 1 , H 2 , H) | t= 0 =

 ( Q0 , u0 , H 10 , H 20 , H0) ( x ) , x I 8,

( u, H 1 , H 2 , Hx ) | x= 1 = 0, t \ 0.

( 36)

对初边值问题( 35) , ( 36)进行研究的本质数学困

难有如下几个方面: ( i) 双曲-抛物的耦合; ( ii) 磁场与

流场的相互作用; ( iii) 强非线性项的影响; ( iv ) 方程

组在 x = 0处具有奇性.特别地, 原点处的奇性体现出

研究 MHD方程组高维问题的本质困难. 我们在文献

[ 13]中证明了如下结果:

定理 7  假设存在正常数 C0> 0,使得

C
- 1
0 [ Q0 , H0 [ C0 , Q0x I L

2
( 8) , 8 > ( 0, 1) ,

Q
1

0
xQ0dx + Q

1

0
xQ0( u0

2
+ H0)dx +

 Q
1

0
x ( H

2
10 + H

2
20)dx [ C0 ,

Q
1

0
xQ0 [ G( Q0- 1

) + G( H0) ] dx [ C0 ,

 G( s) := s - lns - 1,

并且存在正常数 J1 , J2> 0,使得对任意的 q \2,

J1( 1+ H) q [ J(Q, H) ,

| JQ(Q, H) | [ J2(1 + H)
q
, q \ 2. ( 37)

则对任意的 T> 0,螺旋箍缩初边值问题( 35) , (36)存

在一个整体弱解 ( Q, u, H 1 , H 2 , H)满足以下条件:

( i) 对任意的( x , t ) I [ 0, 1] @ [ 0, T ] , 成立 Q( x ,

t) , H( x , t) \0,且

Q, Q
1

H I L
]

(0. T ; L
1
) , Qu, H 1 , H 2 I

 L
]

(0, T ; L2 ) ,
JHx

H
,

ux

H
,
H 1x

H
,
H 2x

H
I

 L
2
(0, T ; L2 ) ,其中|| f ||

p
L = (Q

1

0
x | f |

p dx )
1/ p

;

  ( ii) supp(Q) \x ( t) ,其中x ( t ) : [ 0, ] ) y [ 0, ] )

是下半连续的,并且流体区域 F > { ( x , t ) : x ( t )< x [

1, t \0} H{ t> 0} H{ x< 1}是开集;

( iii) (Q, H) I L
]
loc ( F) , 在 F H { t> 0}中( Q, u, H 1 ,

H 2 , H)是局部 H Ê lder 连续的, 且在分布意义 Dc( F H

{ t> 0} H { x< 1} )下满足方程组( 35) ;

( iv) 在整个区域( 0, 1) @ ( 0, T )中, ( Q, u, H 1 , H 2 ,

H)在分布意义下满足质量守恒、动量守恒方程和磁场

方程;

( v) 设 WI C
2
( [ 0, 1] @ [ t1 , t2 ] ) , suppW(#, t) <

{ x B x \ x ( t) + G} ,其中 G> 0, 则

Q
1

0
cV xQHWdx |

t
2

t
1

- Q
t
2

t
1Q

1

0
xQH[ cV ( Wt + uWx ) -

 R ux +
u
x

W] dxdt =

 Q
t
2

t
1Q

1

0
xQWdxdt- Q

t
2

t
1Q

1

0
xJ(Q, H) HxWxdxdt ;

( vi) 总能量

E( t) >Q
1

0
x cVQH+

Qu
2

2
+

B
2
1 + B

2
2

2
( x , t )dx ,

满足如下关系式:

E( t) = E(0) - lim
Ry 0

lim
j y ]Q

R

Ej
x cVQjHj

+
Q

j
( u

j
)
2

2

 ( x , t) dx ,

其中(Qj
, u

j
, B1

j
, B2

j
, Hj

)是环域 8 j { x BEj< x< 1}上

的光滑逼近解, Ej y 0,当 j y ] .

由于方程组( 35)在原点处具有奇性, 为了证明定

理 7,我们首先对初值进行磨光,在环域 8 j { x : Ej < x

< 1}中考虑初边值问题(35) , ( 36)的逼近问题, 得到

光滑逼近解的存在性;其次,为了得到原问题整体解的

存在性,必须对 Ej y0取极限,因此需要关于 Ej 的一致

估计.为此, 在标准的能量估计基础上,通过 Lag rang-

ian坐标, 利用增长性条件( 37) ,我们在离开 Lag rang-

ian坐标原点时得到了密度和温度的逐点估计,且这些

逐点估计与 Ej > 0 无关. 利用以上的能量估计和逐点

估计,可以证明流体区域中的高阶导数估计, 且通过增

长性条件(37)可以得到逼近解在整个区域 8 @ ( 0, T )

中的一些一致估计; 最后, 通过所得到的一致估计, 类

似文献[ 14]的分析方法, 利用 Lions-A ubin弱收敛原

理、Lebesgue定理以及控制收敛原理对逼近解取极限

(Ej y 0) , 从而得到整体弱解的存在性并且弱解满足条

件( i) ~ ( vi) .

在这里需要注意的是,定理 5~ 7只给出了大初值

MHD方程组初边值问题的整体弱解存在性, 没有解

的唯一性.实际上, 关于可压或不可压 Navier-Stokes

或 MH D方程组弱解的唯一性一直以来都是公开的,

极具挑战性的数学难题.

从物理角度来说,当密度几乎处处是常数,速度与

磁场很小时,在一个大的时间尺度中可压缩磁流体的

渐进行为就像不可压流体.因此研究可压缩流体的不

可压极限(或称为零马赫数极限、奇异极限)能够更好

地理解可压与不可压流动之间的关系. 为此, 令

Q( x , t) = QE( x , Et ) , u( x , t) = EuE
( x , Et ) ,

 H( x , t ) = EH
E
( x , Et ) ,

L= EL
E
, K= EK

E
, T= ET

E
,

(38)

其中 EI (0, 1) 表示马赫数, LE> 0, 2LE+ 3LE > 0, TE

> 0.注意到 divH = 0,

( ¨@ H) @ H = H # Ḧ -
1
2
¨| H |

2
,
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¨@ (u @ H) = H # ü- u# Ḧ - Hdivu.

因此,由式( 38)以及方程组( 6)可得:

QEt + divg( QEuE) = 0,

(QEuE) t + div( QEuE á u
E
) +

a (̈QE) C

E2
=

 HE # Ḧ
E
-

1
2
¨| H

E
|
2
+ LE$uE+

 ( LE+ KE) d̈ivuE,

H
E
t + u

E# Ḧ
E
+ H

E
divu

E
- H

E #

 ü
E

= TE$HE
, divHE

= 0,

( 39)

其中,我们假设压力具有如下形式 P (Q)= aQC. 不失一

般性,可以取 a= 1
C

.

不可压 MHD方程组具有如下形式:

ut + u¨# u- L$u+ P̈ - H # Ḧ+

 1
2
¨| H |

2
= 0,

Ht + u # Ḧ- H # ü- T$H = 0,

divu = 0, divH = 0,

( 40)

在文献[ 15-16]中, Hu-Wang 和 Jiang-Ju-Li利用

群方法、Strichartz 估计及弱收敛分析研究了可压

MHD方程组的不可压极限, 证明了当 Ey 0 时, 可压

MHD方程组 ( 39)的解趋向于不可压 MHD 方程组

( 40)的解.另外, 如果还有 L
E
, T

E y 0 或 L
E y 0, T

E yT,
Jiang-Ju- Li在文献[ 16]中还证明了可压 MHD方程组

( 39)的解趋向于如下理想不可压 MHD方程组( 41)或

部分粘性不可压 MHD方程组( 42)的解并给出收敛速

度:

ut + u¨# u+ P̈ - H # Ḧ +

 1
2
¨| H |

2
= 0,

Ht + u # Ḧ- H # ü = 0,

divu = 0, divH = 0,

(41)

以及

ut + u # ¨# u+ P̈ - H # Ḧ +

 1
2
¨| H |

2
= 0,

Ht + u # Ḧ- H # ü- T$H = 0,

divu = 0, divH = 0.

(42)

限于篇幅, 下面我们只简单地介绍文献[ 15]中关

于周期域中不可压极限的结果, 关于全空间及有界域

有类似的定理.

定理 8  设可压 MHD方程组( 39)具有如下的初

值:

QE | t= 0 = QE0 ( x ) , QEuE | t= 0 = m
E
0 ( x ) = QE0uE0( x ) ,

H
E

= H
E
0 ( x ) , x I T, ( 43)

其中 T= [ 0, 2P] N 是 R
N 中的周期域, N = 2, 3.假设

QE0 \ 0, QE0 I L
C
( T) , m

E
0 I L

2C
C+ 1 (T) ,

m
E
0 = 0当 QE0 = 0, QE0 | u

E
0 |

2 I L
1
(T) ,

Q
E
0u

E
0 _u0 ,H

E
0 _H0 ,在 L

2
中弱收敛,

QE = (2P)
- NQT

QE0 dx y 1, N = 2, 3,

1
2QT

(Q
E
0 | u

E
0 |

2
+ | H

E
0 |

2
) dx +

a
E2( C- 1)

 QT
( (Q

E
0)

C
- CQ

E
0( QE)

C- 1
+ ( C- 1) (QE)

C
)dx [ C.

另外,还假设

E
E
( t ) + Q

t

0QT
( LE | ü

E
|
2

+ KE( divuE) 2
+

 TE | Ḧ
E

| )dxdt [ E
E
(0) ,

其中 E
E
( t)表示总能量,即

E
E
( t ) = QT

1
2
Q
E

| u
E

|
2

+
1
2

| H
E

|
2
+

 a
E2 (C- 1)

( Q
E
)
C

( x , t )dx .

则当 C>
N
2

, N = 2, 3时, 可压缩 MHD 方程组( 39) ,

( 43)存在弱解{ (QE, uE, HE
) } E> 0 , 并且存在一个子列(仍

记为 E) , 使得当 Ey0时,

QE y 1,在 C( [ 0, T ] ; L
C
(T) ) 中强收敛,

Pu
E y u,在 L

2
( [ 0, T ] ; L

p
(T) ) 中强收敛,

 1 [ p <
N

N - 2
,

Qu
E _0, 在 L

2
( [ 0, T ] ; H

1
(T) ) 中弱收敛,

H
E y H, 在 L

2
( [ 0, T ] ; L

2
(T) ) 中强收敛且在

 L
2
( [ 0, T ] ; H

1
(T) ) 中弱收敛.

这里 Pu, Qu 分别表示u 中散度与旋度为零的部分, 即

u = Pu + Qu, div( Pu) = 0, ¨@ ( Qu) = 0.

为了方便起见, 当 N = 2时我们用
2N

N - 2
表示 ] ,

即
2N

N - 2
> ] 当 N= 2时.

4  爆破准则

在本节中, 我们简单介绍三维等熵 MHD方程组

含真空大初值整体强解的爆破准则. 我们首先引进如

下 Sobo lev 空间中的记号:

D
k, r

( 8) = { u I L
1
loc( 8) B|| ¨k

u || L
r
( 8) < ] } ,

 || u || D
k, r( 8)

= || ¨k
u || L r ( 8) ,

W
k, r

( 8) = L
r
( 8) H D

k, r
( 8) , H

k
( 8) =

 W
k, 2

( 8) , D
k
( 8) = D

k, 2
( 8) ,

D
1
0( 8) = { u I L

6
( 8) B|| ü || L 2 < ] ,

 且 u = 0在 98 上} ,
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其中 8 < < R
3
或 8 = R

3
. 特别地, 当 8= R

3
时, D

1
0

(R3 ) = {u I L
6
( 8) B|| ü|| L 2< ] } ;当 8 < < R3 时, D 1

0

( 8)= H
1
0( 8) , D

k, 2
( 8)= H

k
( 8) .

在文献[ 18-19]中, 我们分别讨论了三维可压缩等

熵 MHD方程组( 6)初值问题及以下零磁扩散可压缩

等熵 MHD方程组初边值问题整体强解的爆破准则.

Qt + div(Qu) = 0,

(Qu) t + div (Qu á u) + P̈( Q) =

 ( ¨@ H) @ H + L$u+ ( L+ K) d̈ivu,

H t - ¨@ (u @ H) = 0, divH = 0,

( 44)

其中 P (Q) = aQC, C> 1, a > 0.

三维可压缩等熵 MHD方程组( 6)的初值问题的

强解定义如下:

定义 3  称( Q, u, H )是等熵 MHD 方程组 ( 6)在

R
3 @ ( 0, T )中的一个强解,如果

0 [ Q I C( [ 0, T ] ; L
1 H H

1 H W
1, q

0 ) ,

 Qt I C( [ 0, T ] ; L
2 H L

q
0 ) ,

u I C( [ 0, T ] ; D
1 H D

2
) H L

2
(0, T ; D

2, q
0 ) ,

 Qu t I L
]

( 0, T ; L
2
) ,

(ut , Ht ) I L
2
(0, T ; D

1
) ,H I C( [ 0, T ] ;H

2
) ,

 H t I L
]

( 0, T ; L
2
) ,

其中 q0 I (3, 6] , 且(Q, u, H)在 R
3 @ ( 0, T )中几乎处

处满足 MHD方程组.

三维零磁扩散可压缩等熵 MHD方程组( 44)的初

边值问题的强解定义如下:

定义 4  称( Q, u, H)是等熵 MHD方程组( 43)在

8 @ (0, T )中的一个强解,如果

(Q, H) I C( [ 0, T ] ; W
1, q

0 ( 8) ) ,

 ( Qt ,H t ) I C( [ 0, T ] ; L
q
0 ( 8) ) ,

u I C( [ 0, T ] ; D
1
0 H D

2
( 8) ) H

 L
2
( 0, T ; D

2, q
0 ( 8) ) ,

ut I L
2
(0, T ; D0

1
( 8) ) , Qu t I

 L
]

( 0, T ; L
2
( 8) ) , Q\ 0,

其中 q0 I (3, 6] ,且(Q, u,H)在 8 @ (0, T )中几乎处处

满足 MHD方程组.

在文献[ 19]中, Fan-Yu证明了如下局部强解的存

在唯一性定理.

定理 9  假设可压缩等熵 MHD 方程组( 6)具有

如下初值

Q| t= 0 = Q( x ) , u | t= 0 = u0( x ) ,

H | t= 0 = H0 , x I R
3 , ( 45)

且对某个�q I (3, 6]有

Q0 \ 0, Q0 I L
1 H H

1 H W
1,�q

, u0 I D
1 H D

2
,

 H0 I H
2
, divH0 = 0,

并满足相容性条件:

- L$u0 - ( K+ L) d̈ivu0 + (̈ Q0) -

 ( ¨@ H0) @ H0 = Q1/ 2
0 g, g I L

2
.

则存在 T 1 I (0, ] )使得初值问题( 6) , ( 45)在 R
3 @

( 0, T 1)中有唯一局部强解( Q, u,H) .

假设零磁扩散可压缩等熵 MHD方程组( 44)具有

如下的初边值条件:

(Q, u,H) | t= 0 = (Q0 , u0 ,H0) ( x ) , x I 8,

u | 98 = 0, t > 0,
( 46)

满足如下的初始条件及相容性条件:

Q0 \ 0, ( Q0 ,H0) I H W
1,�q

( 8) , divH0 = 0,

 u0 I H
1
0( 8) H H

2
( 8) ,�q I (3, 6] ,

- L$u0 - (K+ L) d̈ivu0 + P̈( Q0) -

 ( ¨@ H0) @ H0 = Q
1/ 2
0 g, g I L

2
.

则存在T 1 I ( 0, ] )使得初边值问题( 44) , ( 46)在 8 @

(0, T 1)中有唯一局部强解( Q, u,H) .

在文献[ 19]局部强解的基础上, 我们分别在文献

[ 17]和文献[ 18]中证明了如下可压缩 MHD方程组整

体强解的爆破准则(或称为正则性条件) .

定理 10  设(Q0 , u0 ,H0)满足定理 9 中的条件.如

果 0< T
* < ] 是初值问题( 6) , ( 45)强解(Q, u, H)的

最大存在时间, 则

lim
T y T

*
|| Q|| L ] ( 0, T ; L ] ) + || u || L s ( 0, T ; Lr

w
) = ] , (47)

其中 r 和 s 满足
2
s
+

3
r

[ 1, 3< r [ ] , L
r
w 表示弱L

r

空间.

另外,如果 0< T
*
< ] 是初边值问题( 44) , ( 46)

强解(Q, u,H)的最大存在时间,则

lim
T y T*Q

T

0
|| ü || L ] dt = ] . (48)

定理 10意味着如果( 47)或( 48)的左端有限, 即如

果

|| Q|| L ] ( 0, T ; L ] ) + || u || Ls ( 0, T ; L r
w

) < ]

或

|| ü || L 1( 0, T ; L ] ) < ] ,

则对任意的 T > 0, 可压缩 MHD 方程组的初值问题

( 6) , ( 45)或初边值问题( 44) , ( 46)在[ 0, T ]中存在着

唯一的强解(Q, u, H) .与文献[ 20-21]的证明方法相比

较,为了证明定理 10, 我们不得不考虑磁场效应,并处

理磁场与速度场的强耦合以及磁场压力带来的强非线

性项.为了证明定理 10,我们采用反证法. 假设式( 47)

的左端有界, 然后依次证明( i ) ü, Ḧ的 L
]

( 0, T ;

L
2
)估计; ( ii) 证明 QÛut , Ht 的 L

]
(0, T ; L

2
)估计; ( iii)
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证明 Q̈的L
]

( 0, T ; L
q
)的估计以及 ü 的 L

1
( 0, T ;

L
]

)估计. 在 ( i )的证明过程中, 由于弱 L
r 空间的影

响,我们需要利用 Lorentz空间中的 H Ê lder 不等式和
插值不等式以及椭圆方程组理论中的 L

p 估计来推导

磁场H 的更高可积性并处理对流项. 在( ii)的证明过

程中,由于磁场与流场的相互作用及真空的影响, 因此

Ht 的L
2 估计依赖于 ut 或 üt 的 L

2 估计. 为克服该

困难,我们利用流体导数的定义将 ut 改写成流体导数

与对流项的差,即 ut = Ûu- u # ü, 再利用 Sobolev 不

等式可得 ( ii) 中的估计. 为了证明( iii) , 类似于文献

[ 21]的研究技巧, 我们需要利用到一个 Beale-Kato-

Majda 形式的不等式并求解一个对数 Gronw all不等

式.以上估计的证明强烈地依赖于所谓的/有效粘性通

量0G= ( 2L+ K)divu- P- | H |
2
/ 2.值得注意的是,这

里引进的有效粘性通量与文献[ 8]中略有不同.但是从

物理的角度来看,由于| H |
2
/ 2 相当于磁场压力,因此

这里的定义似乎更合理. 对于可压缩 Navier-Stokes方

程组, Huang-L-i Xin 在文献 [ 20]中证明了如下的结

论:如果 T
* 是等熵 N av ier-Stokes方程组的最大存在

时间, 则 lim
T y T*

|| D( u)|| L1 ( 0, T ; L ]
) = ] ,其中 D( u)为 ü中

的对称部分, 即 D( u) = ( ü+ ( ü)
t
) / 2. 显然, 定理

10中的式(48)比文献[ 20]的限制更强,这主要是由于

在式( 48)的证明过程中, 我们需要磁场 H 的L
]
估计.

而对于零磁扩散可压 MHD方程组而言, 磁场方程是

个双曲方程,因而此时磁场没有任何好的耗散机制.为

了克服该困难, 我们注意到此时磁场方程与质量守恒

方程有类似的数学结构, 因而利用 Navier-Stokes方程

组中关于密度的估计方法, 我们可以得到 MHD方程

组中磁场的估计.当然,由于磁场与流场的相互作用,

关于 MHD方程组的证明更加复杂.

5  结束语

虽然关于可压缩 MHD方程组的数学理论研究已

经取得了很多成果, 但是许多具有重要物理意义的基

本数学问题依然是公开的,例如:一维常粘性的热传导

MHD方程组整体古典解的存在性: 剪切粘性的边界

层效应与边界层宽度;磁冻结极限(即 Ty 0的极限过

程)和磁边界层问题;高维零磁扩散 MHD方程组整体

光滑解的存在性(即使是小扰动初值的的整体光滑解

存在性目前也是公开的) ; 热传导系数不为零时,非等

熵可压缩 MHD方程组的不可压极限;磁场对重力不

稳定性的影响, 即磁场是抑制还是加强了重力不稳定

等等.
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Some Recent Results on Compressible MHD Equations

ZHANG Jian-wen
( School of Mahtematical Sciences, X iamen Univ ersity , X iamen 361005, China)

Abstract: In this paper , w e recall some recent mathematical r esults on the compressible magnehydrodynamics ( MH D) , including the

global exisntece and uniqeness of classical solution and the vanishing shear v isco sity limit to the 1-D MHD equations, the g lobal ex ist-

ence of solution and the incomressible limit t o the 3-D MHD equations, and the blow-up cr iter ia of str ong solut ion for the 3-D MHD

equat ions with vacuum states.
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