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摘 要 本文研究乘积空间上一类沿多项式曲线的 Mar ci n ki e w ic z 积分算子
,

在核为某

些块空间函数条件下建立 了这些算子的 L ,
有界性

,

1 < p < 00
.

同时说明了这些条件

在 p = 2 的情形是最佳约
.
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1 引言及定理

设 R N (万 = m 或 n )
,

万 全 2
,

是 万
一

维 E u elid 空间
,

s N 一‘
表示 R N 上的单位球面

,

在其上
x
/ }刘和 犷二 刃}引

.

对

(ll)

)
.

对非零点
x 任 R m 和 夕任 R

” ,

定义 x’ 二

)任 L ‘
(S m 一 ‘ x s“ 一 1

)且满足

,

几(一 。‘,“
·‘ 一

关
。 一 ,

‘, (
· ‘,

、‘

,“、
‘ 一 0

·

‘夕
一

汀飞y爪a月�
,

尹
,以.1llJ六一"劣」赋以 L eb es g u e 测度 d二 =

于 二 全 2
,

n 全 2
,

假定 几 (

设 场
1

(司 一 E 脸
, a ,淤

,

场
2

(。 ) 一 E 处
,
脚了 是 R ‘ 上的两个实值多项式且 场

:

(0 ) 二

只% (0 ) = 0
.
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定义乘积空间 R m x R ”

上沿多项式曲线 (瓜
, ,

只% )的 M ar ci nk ie w iCz
积分算子

.

磷
〕

如下 :

游 (f)( 一功 一

(关
一

关
一
}、

一 n)J
Z

黔
sd

今
‘

其中

对于

碟(
X ,

、)一

//-
.

J J {引 < 3 ,

}叫 < 亡

几(石
, ,

丫)

}石}爪
一 1
!叫

“一 1 f(
x 一
场

,

(}引)f
,

, 一
场

2

(}叫)的成咖
,

f 〔 少 (R 矶
x R 与

.

当 PN
I

(
。
) = 。 和 PN

Z

(
:
) = 刃 时

,

我们记

高维 Mar ci nk ie w ic z
积分算子的一个自然推广

.

.

必
〕

为
月

码
.

显然
,

算子
‘

露毖是 st ei n [l] 引入的

众所周知
,

Mar ci nk ie w ic z
积分算子是一类重要的

Li ttl
ew oo d

一

P al cy
一

Stei n 型函数
,

在调和分析中起着重要作用
.

近些年来
,

关于 Mar ci nk ie w ic z
积

分算子
.

菇i的研究已引起广泛关注
.

下面是一些 已知的结果
:

定理 A 假如 几 满足条件 (1
.

1) 且下列条件之一成立
,

则
侧

减 在 尸(R m x
牙

‘

)上有界
.

12 ] 几 任 五“(s m 一 ‘ 火 S
”一 ‘

)
,

其中 。 > 1
,

l < 尸 < 笑
·

11)[
3

,

4 ] 几 任 L (1
0 9 + L )

“
(s m 一 ‘ x s “一 ‘

)
,

1 < 刀 < 二
.

冲口例、
..了、

l
产

!1 11

V l

[5
,

6} 几 任 Llo g + L (S m 一 1 x s
“ 一 ‘

)
,

尹 = 2
.

, ”} 几 :
衅

‘
(卯

一

“ 酬
一 ‘

)其中 。 > 1
,

1 < p < oo
·

a >
卷

,

1 十
l/( 2a ) < , < 1 + 2。

,

且 几满足

了口、了刃、

fr
泞才,

,

f厂
.

_
, , 、

/
_

1
_

1 、
Q

1 1 }几(
二 , ,

岁
‘

) (1
0 9

一
10 义

一
】血

‘
己万

‘ 任 L 笑(s m 一 l 又 S
“ 一 l、

.

J J s 饥 一 , x s 。一 1 \ !屯
‘ ·

x
‘

} }刀
‘

’

夕
‘

! /

这里 男
, 少

(S 爪
一 l ‘ S

”一 ‘
)表示 s 爪一“ 夕

‘一 ‘上一类特殊的块空间
,

它们首先由江寅生和陆

善镇 {‘。} 在研究 Cal de r6 n 一

z yg m u n d 奇异积分算子的 尸(R m x R “
)有界性时引入 (其定义见 2

节)
.

借鉴文 !?}的思想
,

本文作者在文 {?}中指出
:
对于 q > l 和 夕: > 心 > 一 1

,

口
L ”

(S饥
一 ‘ x s

“一 1
)〔 B了

, 夕‘

(s m 一 ‘ x s
” 一 ‘

) 二 B了
, 夕 ,

(s 吼
一 1 x s

’‘一 1
)

,

(‘2 )

且它们是真包含关系
·

而对于任意
。 > 一 1 和 g 全 1

,

B琴
, “

不被 侧109
十
助

“ + 6

所包含
.

另一方面
,

对于单参数情形
,

Al
一

Qas se m 和 Al
一

sal m an !‘3 )最近建立了下列结果
.

定理 B[
‘, 假设 几 在 s N 一 ‘

具有零平均值且对于 、 > 1
,

几 属于 B了
, 一壹(S N 一 ‘

)
,

则如下定义

的 M a re in k iew ie z 积分算子 娜。
,

/ ,

二
_ , 、 粤

/ , 、 、

, ,
,

一
, 、 。 U S 、 ‘

拜n 又J)又‘ ) = ( l
_

{户
s

(‘)l
‘

万 )
\J U 口 /

是 (p
,

川 型
好

,

‘ < , < 、
,

其中州x) 一
不
; .<

,

)笋乌f(x
一

咖;
,

且对
摊彭

1 < 。

一合
,

存在 几 。 B了
,
F

(s N 一 1
)

,

使得 户。 在 尸 (R勺 上不是有界的
.

比较上述结果
,

一个自然的问题是
:
在 几 : B拿

“

(S m 一 ’ x
户

一 ‘
) (。 > l

, 。 > 一 l) 意义下
,

确

保
口

斌i为 L ”
(R 矶

x R ”

) (1 < p < oo )有界的最佳可能条件是什么 ?

本文将通过研究更一般的 Mar ci nk ie w icz 积分算子 滋争的护 有界性
,

对上述间题作出一个

肯定的回答
.

我们指出
:
对于

口

斌J ,

其奇性是沿对角线 {
二 二 针 和 {v 二 好 的; 然而许多分析问

题激发人们去考虑奇性沿更一般集合的奇异积分算子
,

诸如多复变函数的研究和大量的次椭圆微

分方程的研究
.

读者参看 Ste in 的综述报告 }?
,

?1可了解更多的背景
.

这里主要关注奇性沿多项
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式曲线 {
x = PN

,

({苟})石
‘

} 和 {军二 PN
Z

(}刀})丫} 的 M a r e in k iew ie z
积分算子

,

与之相应的 C a ld e r 6 n -

Zy gmu
n d 奇异积分算子的研究可参见文 {?

,

? }及其参考文献
.

对于算子
“
论争的研究

,

我们已有

如下一些已知结果
:

定理 C 如果 几 满足 (1 1) 式且下列条件之一成立
,

那么
口

斌户是 尸(R m x R 与 有界的
,

1 < P < 戈
.

(i)[
‘8 ] 几 任 五q

(s矶
一 ‘ \ s

, ‘一 ‘
)

,

。 > 1
.

(11)[
‘9 ] 几 任 L (1

0 9 + L )
2
(S m 一 ‘ x s

‘!一 1
)

.

(111)[
1 6] 几 任 B孚

1

‘
(S

’“一 ‘ \ S “ 一 ‘)
,

。 > 1
·

本文将建立下列主要定理
.

定理 1 设 q > 1
,

几满足 (1. 1) 式
.

(i) 若 几 〔 B兮t0( s TrL 一 ‘ / S ”一 ‘
)

,

则
.

论乡是 护 (贾矶
“ R ”

)有界的
,

且其界与场
;

和 马
2

的系

数无关
.

(ii )若 几 : B梦叹 S
”
卜 ‘ x s “ 一 1

)
,

0 < 夕 < l
,

则对于 2/ (l 十 闪 < p < 2 /( 1 一 动尸磷
〕

是

尸 (R 矶
‘
牙

‘

)的
,

且其界与 场
,

和 只叽 的系数无关
.

(iii )对于每一 一 1 < ” < 0
,

存在 几 〔 B琴
, “

(s m 一 1 ‘ S
“一 ‘

)
,

使
.

才
尸
在 护 (R 吼

‘ R “
)中无界

·

若场
,

(司 = 二 且 2加
2

(句 二 v ,

则
月

论户为
,

露通
.

因此有

定理 2 在定理 1 的条件下
,

定理 1 的结论对 Mar ci nk ie w icz 积分算子
.

才} 也成立
.

注 1 由于 U
二 > 1
厂(S m 一 ‘ x s ” 一 ‘) 〔 B梦

, ‘
(s m 一 ‘ / S ”一 ‘

)〔 B兮
, “

(s m 一 ‘ \ S
” 一 ‘

)是真包含

关系
,

且对于任意 O 三 。 < 1
,

侧109
+
句

“
(s m 一 1 \ s “一 1

)不包含 B昙
, “

(S m 一 ‘ x s“一 ‘
)

·

因此定理 1

本质地改进了定理 C
,

也是对定理 A 与 B 的改进和推广
.

注 2 从定理 l( iii )知 对于 。> 1
,

条件 几 任 B了
, 。
(s 7n 一 1 ‘ s

“一 ’
)是使

.

磷
〕

为 护(R m ‘ R “
)

有界的最佳可能条件
.

一个有意义的问题是对于 p 尹 2
,

我们的结果能否进一步改进 ?

本文 2 节给出 S m 一 ‘ x s几 一 1 上块空间的定义
.

3 节引如一些记号
,

然后建立一些辅助引理
.

4 节给出定理 1 的证明 本文的一些证明思想取 自于文献 !?
,

?
,

? {
,

但我们的方法和技巧较之更

精细
、

复杂
.

为方便起见
,

字母 C 总代表与本质变量无关的正常数
,

但在不同的位置其值可以不同
.

2 块函数空间

本节给出块空间 B琴
, “

(s饥
一 ‘ x s ”一 ‘

)的定义 [l 。卜

定义 1 对于 1 < q 三 oo
,

我们称定义在 Sr
“一 1 x s 几 一‘ 上的 Le be sg ue 可测函数 0(.

,
·

)为 q
-

块
,

如果它满足下列条件
:

(i)
s u p p (乙)侄 Q ;

(11) !lb}}
: q

(: 一
, K : 倪 一 1

) 三 }Q }
‘/ q 一‘ ,

其中 Q 是 S m 一 1 x s“ 一 1 上的区间
,

即存在 场 任 夕~
1 ,

弱 〔 S ” 一 1 和 。 > 。
,

口 > 。
,

使得

Q 二 {
x , 〔 s m 一 ‘ :

l
x , 一 二

台}< a }
x
{、

‘ 任 s
“一 ‘ :

}、
‘一 、乙l< 月}

,

}酬 表示 Q 的 Leb es g ue 测度
.

定义 2 设 。> 1
, 。 > 一 1. 块空间 B孚

, 夕

(S 饥
一 ‘ / s ” 一 ‘)定义为

。夕
, 刀

(s 爪 一 ‘x s
n 一 ‘)一 不几

。 : 1
(s ? 一‘x s 几一 ‘

)
: 。(“

,

丫)一 又几
。。 (若

, ,

、,

)
,

衅
,。

({几 }) < 二下
,

一 q 、一 一 产

L 一 、 ’ 、

” ”
‘‘‘J 尸 尸 、

”
‘ 产 ’

, 、 t 尸 J z

J
’
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其中每一 b。 是以 Q 。
为支集的 q

一

块
,

且

、
, ·

({、 }卜

勒
.

曰loz+ 翻
F

+l}
对于 几 : B孚

, “

(s m 一 ‘ \ S ”一 ‘
)

,

其范数定义为

叫
, 夕

(几) 一 ‘
n f{衅

“

({味 })}
·

这里下确界是对 几 的所有 q
一

块分解而取的
.

此外
,

同定义 B了
, “

(S m 一 ‘ X S ”一 1
)一样来定义块空间 B琴

, “

([
a ,

b卜 [
e ,

d] )
, a ,

b
, e ,

d 任 R
·

我们

指出函数的块分解方法起源于 Ta ibl es on 和 we is 、 !“1}对 Fo ur ie r
级数收敛性的研究

.

随后
,

这一

方法在调和分析中得到了许多应用 (参见文 口
,

?
,

?
,

?
,

? })
.

19 9 3 年 K eit ok
u 和 sat 。 [l ‘! 证明

:

对于任意固定的 ? > 1
,

U
二 > ,
厂(sN 一 1

) c B琴
, “‘

(s N 一 ‘
) c B了

,

均 (s N 一 ‘
)

,

。 > 。 > 一 1
,

且是真

包含关系
.

类似地
,

我们也有下列真包含关系

日
L

了
k

(S m 一 ‘ x s
“ 一 ‘

) 二 B了
, V l

(s m 一 ’ X S ” 一 ‘) C B琴
, “2

(S爪
一 ’ X “

”一 ‘
)

,
一‘ < 均 < “‘

·

, > 1

而对于任意
夕 > 一 1 和 ‘ 全 1

,

L (1
0 9 + L )叶

“

(s m 一 ‘ / S
“一 ‘

)不能包含 {‘6 {: B孚
, “

(S m 一 ‘ x s “一 ‘

3 一些辅助引理

设 几 如定理 1 所述
·

由定义 2 知 侧 xl
,

犷)二 艺
。

几b。(x
, ,

犷)
,

其中每一 b、 是以 Q。
为支集

的 q
一

块
,

即
S u p p (b

;
)g Q 。 ,

}lb
。
11
: ; (s一

l x : 几 一 : ) 兰 IQ
。
l
‘/ q 一 ‘

对每一 b。
,

定义

b。(
x ‘ ,

军‘

) = b。(
x ‘,

夕 二关
_ 一 1

、(拿
,

y‘

,、 1

}S
” 一 1

{

)成
‘
d刀

‘ ,

尤
。 一 1 “·(

· ‘,

“‘’己”

1 f f
+ 矽幕可丙不两了js一

, 、 、。 一 l

。”(母
,

”
’

(3
.

1 )

其中 】S m 一 1
】和 】S

“一 1
}分别表示 S 饥一 ‘ 与 S ”一 1

的 Leb es g ue 测度
.

容易验证

关
_ 一 :

瓦(一 、,

,“
· ‘一

关
。 一 1

瓦(
·‘,

“‘,““
‘ 一 0

,

11瓦11
: 。(,

一
x , 几一 ) 三 4 1口

。
J
l/ “一 ‘

,

JJ瓦JJ
: 1 (、

一
又 : 性

一 ) 三 4

注意到 n (
x , ,

、,

)一 E
;

吼 b。(“
,

、‘)
,

由 (1
·

1 )和 (3
·

2)式
,

我们有

几(
x ‘,

y‘) 一艺 q
乙

瓦(
x ‘,

、‘)
·

(3
.

2 )

(3
.

3 )

(3
.

4 )

下面建立一些与 b。 有关的 Fo ur ier 变换估计
,

它们将在定理的证明中起着重要作用
.

设 ,
,

无任 Z
, s ,

‘任 R + ,

记黑
,

孟一 {(
x ,

, ) 任 R m x R
” : 2 , s 三 l

x
{< 2 , + ‘s ,

Z k 。三 }, 1< Zk + ‘, }
.

对于多项式场
1

和 岛
2 ,

记 凡
,

(
。
)= 艺起

。。, 。‘,

凡
2

(
:
)二冗挺

。口‘
, v “

,

其中 * 1 。{o
,

i
,

2
,

⋯
,

万1
}和

入: 任 {O
,

1
,

2
,

⋯
,

N2 }
,
a 。 = 伪 = O

·
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对于 入1 〔 {0
,

1
,

2
,

一
,

N l
}

,

入2 任 {O
,

‘
,

2
,

⋯
,

从 }和每一b。
,

定义《瞬
,

久
l , 入2

与 }哎犷
, 亡

; 入1 , 入2 }如下

嘿
: , * 2

(;
,

。
卜
忐儿

b。 (
x ‘,

、‘)瓦
抓 Jxj m 一 ‘

juI
几一 工

e 一 ip 、 ,

(!x l)‘x ’一ip “ 2 (ly l)”少
’

己x 己,
,

(3
.

5 )

⋯袱粼
: , 、2

⋯忆 哟 -

击息
}b
。
(
x ‘,

夕‘){

}刘m 一 ‘
}纠

“ 一 ‘

e 一 ‘几
,

({x l)‘x ‘一‘p ‘2 (ly l)”二
‘

d x 以、
.

(3
.

6 )

从而

哎
,

* 2 *
f(
劣 ,

功 二
1

2 , + k st五
b。(石

万催会一粉云 f(
x 一凡

1

}引
’

“ ‘

}川
‘

(}苟})若
‘,

夕一 凡
2

(}刀})丫)d石d刀
,

,端
, , 入2

,
· ,

灿卜击方
,

兴扩咎
‘(x 一

氏 (,“‘)“ 夕一 几
2

(}叫)丫)成咖
.

由 (3
.

4 )式
,

我们得到

一 1 一 1

碟 (x
,

、)一 艺几 艺 艺 2;+
无“哎硕女

1
,

、 *

f(x
,

功 (3
.

7 )
拼 7 = 一叨 无= 一关

又由 (3
.

2 )与 (3 4 )式容易看出
,

对于 入1 任 {o
,

1
。

2
,

⋯
,

N1 } 与 入: 任 {O
,

1
,

2
,

⋯
,

N2 }

衅粼
, 入2

(石
,

动 一弓
, 0
(苟

,

。) = o (3
.

8)

}1袱
; s ,

t

无: 入i , 入2
、 三 C ⋯⋯⋯袱粼

1 , , 2

⋯⋯⋯二 三 C (3
.

9 )

关于

由于

J
,

k 任 z 和 、 ,

亡> 0 一致成立
,

其中 C 与 凡
,

和 几
2

的系数无关
.

对于任意正整数入
1和入2 ,

定义极大算子

a又爪
。

(f)(
x ,

、) 一 S ll P
j

,

无任Z
, s , 亡〔R +

⋯la: 粼
, , 入2

⋯
*

f(x
,

u)l

}向}
: 1 (s

一
义 、牡一 )

到
,

类似于文 [z] 中命题 2
.

1 的讨论
,

能得到下列引理
.

引理 1 对每一 b。 和每一对 凡 与 凡
,

J又爪
。

是 尸(R m x R 勺 有界的
,

1 < p < OO
,

且其界

与 八
,

和 凡
2

的系数无关
.

引理 2 对于每一对 入: 和 入2 ,

存在 占: 和 占: 满足

(i)如果 IQ
。
}<

e q / (‘一 “)
,
a * 1

口入
2

兴O
,

那么

l袱犷丈
1 , * 2

(石
,

。)l三 C m in {‘
,

12
, “1 5 入l a , :

石1
1 / (2 入1 ‘0 9 ,Q

·

l)
,

12
k久 , 。入2

口* 2 。]
‘/ (2 入, ’O g lQ · {)

,

12
“入‘s 入‘a 入

1

石1
1 / (2 入“o g lQ 拜 I)

·

12
k入 , t入,

口、
2 0 1

‘/ (2 入, ‘o g lQ
样

})}
,

(3
.

10 )

l袱琪丈
, , 入2

(石
,

。)一衅丫仗
; 一 , , * 2

(石
,

。)}三C 12
, 人‘s 入1 。* l

‘{m ‘
n
{‘

,

12
无入· : 入2

口入
2 。l

‘/ (, 入2 ‘o g 1Q 件 i)}
,

(3
.

川

l叮扩丈
, , * 2

(‘
,

。)一衅琪咬
, , 入2 一 ,

(‘
,

: )l三C 12
无入·‘久2

口入
2 。lm ‘

n
{‘

,

}2
, 久1 5 久l a 入1

‘1
1 / (, 入1 ‘0 9 }Q 拜 l)}

,

(3
.

1 2 )

(11)如果 }Q
。
l全

e q / (‘一 “)
,
。入1

尽* 2

兴O
,

那么
,

* ,

(苟
,

: )l鉴 C m in { 1
,

12
了“‘s 久‘a * 1

石l
一占‘

,

12
k 久, t入 ,

口* 2 0 1
一占, ,

12
, 久’s 入‘a 入l

苟l
一 占‘

·

12
k入Z t入,

口入
2 0 1

一占,

}
,

,
s

,

t

无; 入i , A Z

粼
1 , , 2

(‘

动 一
弓

动 一
袱

; s , 艺

无; 入i一 1 , 久2

; 3
,

t

无; 入i
,

入2 一 1

(石
,

。)4三 C 12
, “‘s 入‘a 入1

石1m in {1
,

12
无入, ‘入,

口入
2 0 1

一占2

}

(苟
,

。)1三 C 12
儿入2 ‘久2

口* 2 0 1m in {1
,

12
, 入‘s久‘a * 1

石l
一占‘

}

(3
.

13 )

(3
.

14 )

(3
.

15 )

袱袱袱
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(iii) }袱粼
; , 入2

(苟
,

司一
衅或

, 艺

久1 一 1
,

入2
(苟

,

司 一
衅粼

1 , 入2 一 1
(苟

,

动 + 袱凡; 入i 一 1 , 久2 一 1 (有
,

刀)1

兰 C m in {l
,

12
, 入‘s 入‘。入l

苟l
,

12
丸入, ‘入 ,

尽* 2 。!
,

12
, 入‘s入‘a 入 ,

苟l}2
儿入 , ‘入,

口, 2 0 1}
,

(3
·

1 6 )

其中 C 与 j
,

k 〔 Z 和 s ,

艺〔 R + ,

(苟
,

动 任 R m x R 几 以及 凡
,

和 凡
2

的系数无关
.

证明 先来证明 (3
.

16 )式
.

由于

}弓粼
,

,

入2

(‘
,

哟 一
袱

; s ,

t

k ; 入i 一 1 ,入2 佑司 一
弓

; s , t

儿: 入1 ,入2 一 1佑司 + 袱
; s , 亡

k : 入i一 1 , 入2 一 1 (石
,

”)}
_ 。 ff l了

, , , 、

. 1 f
Z

f
Z _ i

圣 七
jjs

_
一 , 只 、。 一 工

}
。“又‘

,

“’
川j

,

人
e

{p 、 , 一 1 (Z js u )￡x ‘+ P 入 2 一 : (Z k t v )。 y ,

}

x
[
e 一 ‘。“ 1 Zj“’ S ’ 】U “‘“X ‘

一 1][
e 一‘“入 2 ’k ‘” “ , V “ , ”了

‘
一 1 ]、二、

。

⋯
、x , 、、, ,

(3
.

16 )式可由此推出
.

下面证明 (3
.

10 )与 (3
.

13 )式
.

应用 H汉de
r 不等式得到

}弓粼
l , 入2

(石
,

n)I
Z

- 一 rZ , + ‘s

厂
< C

—
了 I

一 2 7 + ‘s 亡J Z, ,

jZ

2 无+ 1 亡

l/关 、(
二 , ,

、,

)
只 e一 {一 (· ); 沉

,

一
(V ,一}、一、、

,

l
’、·、二

} J J 万 饥 一 土 X 占” 一 土 }

注意到

l// 、(
二 , ,

。,

)
e一。一 (·); 倪

,

一
(·,一 {、一、、

,

l
’

} J J 5 m 一 I X 5 几一 l }

一

//
_ _

瓦(
x , ,

, ,

)硕万而
e 一‘{P一 (· ,“

一

(·
‘一 z ‘

’十P 二 (v ,· ‘·
’一 “”“d X ‘d、’d ·‘d叨 ‘

J J (5 仍
l 火 5 几 一 土

)
谧

可写 。灸
,

{
,

入2

(;
,

。; x , ,

、, ; : , ,

二 ,

), 森丽层
‘“

价
“ 。一‘{p 一 (· ,“‘X

‘

一
‘

, + p 一 (· ,:
·

(y
‘

一
‘

, {、。、、
,

从而有

11嗽么
2

}}OO 引 (3
.

1 7 )

r Z _
.

r Z

。灸
’
1

{一(“
,

”; 工‘
,

“; ‘’
,

切‘

) 一关一
‘F “‘弋2

‘S u ,“又“ 一
z

”“视

jl 一凡
· (’

一 ‘. , 刀
‘

(“
’

一“ ’d二

而由 Va
n d e r Co rp u t 引理容易导出 (参见文 【? })

l。灸
,
,‘入2

(苟
,

。; x , ,

, ; : ‘,

二 ‘

)I

三 C m in { 1
,

(JZ
, 入‘s 入‘a * ,

若JJ苟
,

·

(
x ‘一 : ‘

)J)
一 ‘/ 入

‘ ,

(lZ J“‘、入
1
。* 1

(ll 乙 (x’ 一
门)

一 ‘

伪
X

(JZ
无久 ,

, 入
,

口入
Z o JJ。

,
·

(、
, 一 二 ‘

)j)
一 ‘/ 入 , ,

(12
k入 , t久,

口* 2 。!1丫
·

(、
‘ 一 二 ,

)l)
一 ‘/ 久,

}
.

(3
.

1 5 )

因此
,

对于任意 占任 (O
,

11
,

从 (3
.

17 )和 (3
.

18 )式
,

可得

}叫寸
, , 2

(若
,

。; 了
,

然 了
,

w ,

)J

三‘ m in {i
,

(12
, 入‘、入‘a * 1

石11石
‘

·

(
二‘ 一 ; ‘

)l)
一占/ “‘

,

(12
k 入Z t入 ,

口* 2 。! 1。
‘

·

(、
‘一 w ‘

)I)
一“/ 入, ,

(12
, 入‘s入‘a * 1

石日石
,

·

(
x ‘ 一 ; ,

)l)
一占/ 入‘ \

(12
无久, t入,

口入
2 0 11丫

·

(、
‘一 二 ‘

)1)
一占/ “,

}
.

(3
.

1 9 )
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如果

吸
,

,亡、

,拼‘占二 1 / p

全
,‘入2

lQ
。
} <
洲 (l 一的

,

令 p 、 一 fo g {Q
。
I/ (l + log lQ

。
日

,

则 1 < p 。 < q
.

在 (3
.

19 )式中取

即 占= 一 1/ l
o g 4Q

。
{> l /。

‘,

我们有

: ; 二 , ,

、: : , ,

二 ,

)}
三 C m in {1

,

({2
, “1 5 入l

a , 1

石11石
,

·

(
x , 一 z ,

)})
‘/ (入“o g IQ “ I)

,

(12
无入 , t入 ,

口入
2 0 11丫

({2
, 入‘ s入‘。* ,

苟日石
‘

·

(
x , 一 z ‘

)l)
‘/ (’

1 ‘O g lQ 拜 l)

(“
‘一 切 ,

)I)
‘/ (久2 ‘O g lQ

·

I)
,

X
(!Z

k入Z t入2

风
2 。}}:

,
·

(, ‘一 二‘

){)
1 / (入·‘o g fQ · {)}

.

(3
.

2 0 )

由于 {}b洲
: 二。 (、”卜

1 、、 n 一 ,

) 三 C 和

丈
1 ,

入2

(石
,

。
)l

应用 (3
.

2 0 )

⋯赚
式和

乙。(
x , ,

、‘)b
。
(
; ‘,

、‘

)
\ 。

m 一 ‘ X S
7 ‘一 1

)2

H 6 ld er 不等式
,

可得

久1
,

入2

(;
,

。; · , ,

军;

一
)、一、夕

, 、一、叨
,

⋯
‘

,

(3一)

未丈一

1袱式丈
, * 2

((
,

。)1 兰 C m in {1
,

12
, “1 5 入1 。入

1

石l
‘/ (2 入1‘0 9 }Q 尸一)

,

}2
人入· , 入

2

口* 2 。1
1 / (2 入, ’O g lQ 砰 l)

,

}2
““‘s 入l a * ,

石}
‘/ (2 入“0 9 }Q o l)

·

12
儿‘2 亡入,

口入
。
刀4‘/ (2 入

2’o g lQ o l)下
.

(3
,

10 )式得证
.

如果 }Q
。
} 全

e q / (1 一 q )
,

则选取 1 < 入 三 rn in {。
,

2 } 和 占 任 (O
,

1}满足 占 < 1越
‘

.

注意到

l}瓦11
: 入 (s m 一 x 、几一 ) 兰‘

,

应用 (3
.

1 9 )
,

(3
.

2 1 )式和 H 6 ld o r 不等式可推得 (3
.

13 )式
.

下面证明 (3
.

1 1)
,

(3
.

1 2 )
,

(3
.

14 )和 (3
.

15 )式
.

仅证明 (3
.

11 )和 (3
.

14 )式
,

类似地可得 (3
.

1 2 )

和 (3
.

15 )式
.

由于

}介川 s
,

l口
二 了_

! J , 几 ,

亡 / 亡 ~ \ 公拼
久i ,

入2 、、
, , l) 一 口 ,

,

。)1
2

< C

一

~ 产
‘ ’

f
2 : 干* , ‘

J
Z ; 、

j
Z

b, ,

(
x ‘,

)[
e 一 ’p 入 1 (“ )苟

‘

x ’
一 。一 ‘p “ 1 一 ‘(u )疙x ‘

犷月日|||
饥一 1 x s 了‘一 1

,

了厂�
�佰了厂八2久

⋯
1
上T�

一+1

x e 一 ip 入 2 (v )“汉
’

以x , 己夕‘

d廿d y
.

类似于 (3
.

10 ) 与 (3
.

13 ) 式的证明可得 (3
.

川 与 (3
.

1 4 ) 式
,

在此省略其细节
,

从而引理 2 得证
.

取定两个径向 Sc hw ar tz 函数 功1 任 夕 (R 爪) 和 沪: 任 夕 (R n)
,

使之满足 价
* (r) = 1 对 }: {三 1

和 功、(r) = 0 对 回 > 2 扛 = 1
,

2 )
.

置 叭 (r) = 人 (尸)
,

乞 = l
,

2
.

为了便于归纳推理
。

定义

{斌苗丈
,

,

* 2

} 如下

殊{丈
1 , * 2

(苟
,

司 一弓

N i

或仗
1

,

入2

(石
,

。) 11 、1
(2

, ‘s ‘a ,石)
服

11
、2 (2 “‘

’

“
’

口, ,

: )
l二 入1 + 1 11 = 入2 + 1

凡
、1 (2 “‘s‘a ,若) fl

、2 (2 “‘
’

“
’

尽, ,

。)
l , = 人2 + 1

Nln线从n; s , 亡

无: 久1 一 1
,

入2 (石
,

刃)

; s , 才

人; 久l
,

入2 一 1 (石
,

刀)
蝇

、 , (2 , ‘s‘。‘石) fl 、2 (2 无‘
’

“
‘

口, ,

。)

叮叮一一

之= 入1 + 1

N i

介拼 ; s
,

艺 了亡 ~ 、 丁丁
十 0

卜 、 、 , 、 ,

t 亡 刀 1 二口 , , 儿; 入1 一 1 , 入2 一 1 \、 , ’I / 1 1
l= 入1

l , = 入2

从
、1 (2 , ‘s‘a z若) 11 、2 (2“

’

“
’

口‘
,

: )
,

l , = 入2
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其中对于空集 A
,

我们记 fl
, : ,
凡 一 1

由于 弓粼
沐2

“
,

哟 三袱省丈
1 , 。

(‘
,

。) 三 O
,

容易导出

N i N Z

又, 、件 二了乙; 时/ 7 ‘ 止 l_
一

、

‘‘~ 创 ‘- 曰 J
,
九 , 入

, 2

(石
,

哟 一袱
s , t

无; N i 从 (石
,

刀) (3
,

2 2 )
久i 二王入2 = 1

粼泣3对于 {理灵
引理

,

* ,

}
,

我们有如下估计
.

(i)如果

}妙
,

,
,

,

l , : L 、

} J , 几 , 八 1

对于 入: 〔 {1
,

2
,

⋯
,

N1 }
,

入: 任 {l
,

2
,

⋯
,

N2 } 和每一 b。

}Q
。
}<

e q / (‘一 q)
,

那么

* 2

(“
,

。)⋯
: C m ‘n {‘

,

1
2 ) ‘1 ·‘l a 入 ,

; 112“
·‘, 2

。、
2 。
}

刀|川⋯2
“入‘、“l a 入1

引
⋯2
“入‘s入1 。入 ,

石{
⋯2
““‘、“‘

、
:

引

‘/ (2 , 1‘。 g {Q · l)
1
2 “入2 ‘久2

口* 2

2无入· : 人2

口, 2 。}
‘/ (2久2 10 9 }Q 。

‘/ (, 入1 ‘。 g }Q · I)
1
2 ““2 *‘2

口* 2 。l
‘/ (2 入2 ’。9 IQ · l)};

11)如果 }Q
。
}全

e q / (1 一 q )
,

那么

}弓
、{丈

, , 入2

(;
,

: )⋯
: C m ‘n {一2

了“1 ·入 l a , l

;一12
“, 2

“
·

口入
Z o
r

,

1
27 ‘1 ·“1

。入1

“I
一 ‘

1
, “入2

“
·

口* 2 0 1
,

⋯2
““‘s久‘a , 工石日2

儿入, ‘入2

口* 2 。⋯
一‘ ,

⋯2
“入‘ s人‘。入1

石}
一‘

1
2 k 入, ‘入,

口入
2 。
{
一公

}
,

其中 C
,

。 与 b。 和 凡
1 ,

几
2

的系数无关
.

证明 由于 (i) 与 (ii) 的证明类似
,

我们只证明 (1)
.

令

N I

NZ
11 1

(“
l
)一 11

、1
(2

, ‘s ‘a ,若); fl Z
(入

2
)一 11

、2
(Z

k ‘’“
‘

口, ,

。)
·

l= 入1 + 1 l, = 入2 + 1

从定义可以看出
,

对任意 占1 ,

占: > 。
,

有

In
l
(入

1 一 1 )一: ‘ m in {1
,

}2
“’1 、‘1 。入1

; l
一“ }

,

一n
Z
(入

2 一 1 )}: e m in {1
,

12
‘入2 。‘·。入

2 0 1
一占’ }

.

(3
.

2 3 )

和
11 1

(入
, 一 1 ) = 11 1

(入
1
)沪

:
(2

, 久‘s 入‘a 入1

石)
,

11 2
(入

: 一 1) = n Z
(入

2
)甲

2
(Z

k 入Z t入 ,

尽* 2 。)
.

利用这些表示
,

得到

丫灵{丈
1

,

* 2

(普
,

。) 一衅琪丈
1 , * 2

(石
,

。)11
1
(“

1
)fl

Z
(入

2
)一 袱琪咬

1 一 1
,

* 2

(石
,

。)11
:
(“

, 一 1 )n
Z
(入

2
)

一
弓

+ 袱

; 3 , t

无; 入1 , 入2 一 1 (石
,

刀)11
,
(入

:
)11

2
(入

: 一 1 )

; s ,t

人; 入1 一 1 , 入2 一 1 (石
,

刃)11
1
(人

: 一 l)11
2
(入

: 一 1 )
.

(3
.

2 4 )

因而

{移
、{货

1 ,

入2

(;
,

。)
}
: Jll

l
(入

l
)11

2
(入

2
,J

、、.f

刀
亡

r

、
‘了.、
、

、、../s , t

k ; 入z

会拌 ; s ,

、
— U ; L

八Z J , 几
,

t 金拼 : s , 亡
、 1 、

—
门护 : 万_ 、 、 1

八 1 一 气 八Z J , 几 , 入 1 , 八2 一 1

l
介拼

一 口乳
; s , 亡

无: 久1 一 1 , 入2 一 1

、

1
2
、

1
2

+
; s , 亡

k ; 入1 一 1 , 久2 犷
’ t

入1 一 1 ,

入2 一 1

+ 薪
’t

入l , 入2 一 1

一
袱

一
袱犷

’亡

入1 一 1
,

入2 一 1

(石
,

刃)

(苟
,

写)

⋯1
一 、 ,

(2
, “‘s 久’a * 1

石){

⋯1
一 沪2

(2
无入2 : 入,

口, 2 : )⋯

粼尖那入�J�J
了
l
、/

l
、

‘�..口...卜卜口口...�..卜.....
.
几......几..r

, s , 亡

凡; 入i 一 1 , 入2 一 1 (若
,

。)日‘
一 、1 (2 , “1 5 久l a 入1

石)1⋯‘
一 、2 (2 人人

, ‘久,

口入
2 。) }

= I + 1 1 + 1 1 1 + I V
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我们先来证明 I一Iv 都被 侧2 “入‘、“‘。入:

翻2 “入“沙
,

风
2

叫控制
.

事实上
,

由 (3
.

16 )和 (3
.

2 3 )式
,

易知

I 三 c {2
, 入1 、久‘a * 1

引⋯2
“儿‘入

,

风
2

川
·

又

}
1 一 沪1

(2
, ^ ‘s 入‘a 入l

(){三 C 】2
“久1 5 入l a * :

若1
,

{
‘一 沪2

(2
儿入2 ‘入,

月* 2 。){三 C {2
无入2 ‘入,

尽入
2 。
1

·

(3 2 5 )

借助于 (3
.

12 )
,

(3
.

23 ) 和 汗 25 )式
,

可推得 11 三 C {27
“‘、入‘a 入1

引⋯2林
,

户
,

风
2

川
·

类似地
,

利用

(3
.

1 1 )
,

(3
.

2 3 )和 (3
.

2 5 )式可得到关于 111 的证明
,

而由 (3
.

10 )
,

(3
.

2 3 )和 (3 2 5 )式可得到关于 IV

的证明
.

其次
,

我们有

{斌
、

因此
,

应用

{丈
1

,

·2

‘“
,

: ,
1
三

{(弓或仗
1

,

·2 一
袱硕咬

1 一 :
,

* 2

)(
;

,

。)11
1
(入

1
)11

2
(入

2
)⋯

+

】弓或丈
l一 l

,

入2

(;
,

。)11
1
(入

1
)11

2
(入

2
)(‘

一 、1
(2

7 入1 ·‘l。 * 1

; ))⋯
+

{(袱斌咬
1 , ·2

一袱、
,

文
1 一 1 , 入2 一 1

)(
;

,

。)。
1
(入

1
)11

2
(入

2 一 1 )
{

+

{衅犷仗
1 一 , , , 2

一 (“
,

。)11
1
(入

:
)11

2
(‘

2 一 ‘)(‘
一 、1

(2
“‘2 ‘入2

口入
2 。)){

(3
.

10卜(3
.

12 )
,

(3
.

2 3 )和 (3
.

2 5 )式
,

我们得到

⋯弓
、{丈

1 ,

* 2

(;
,

。)⋯
: C 1

27 “1 ·“l a 入1

;一12
““2

, “
2

。入
2 。一

1 / (2 ‘2 ‘。g }Q · ”

类似地
,

由于

}理
、{丈

1 , 入2

(;
,

。)
}
:

{(衅犷丈
1 ,

入2 一
袱琪贡

, ,

入2 一 ,

)‘
“

,

。, 11
1
(入

1
, 11

2
(入

2
,}

+

】袱或仗
l , * 2

一(“
,

。,11
1
(入

1
)11

2
(入

2
)(‘

一 、2
(2
“一 , 入

2

。入
2 : )){

+

⋯(衅琪仗
1 一 1

,

* 2 一 子竺‘咬
l 一 ,

.

* 2 一 ,

)(
;

,

。)11
1
(入

1 一 ‘,11
2
(入

2
,{

+

{袱‘哎
,

一
,

·2

一(“
,

。)fl
l
(“

1 一 ‘)fl
Z
(入

2
)(‘

一 、2
(2一 , 一、

2 。)){
我们有 }弓灵片

, , * 2

(‘
,

。)! 三 C JZ
, “1 5 入‘a * ,

若J
‘/ (2 入1 ‘0 9 {Q · })JZ

儿入 , ‘入2

尽, Z o J
.

最后
,

从 (3
.

10 )
,

(3
.

2 3 )和 (3
.

2 4 )式
,

容易推得

{洲
;

l , ; 了_

{ J
,
‘

,
,

t

; 久1
,

入2
(;

,

。)
}
: C ⋯2

了“1 ·“工a * 1

;⋯
1 / ‘2 ’1 ’。g ,Q

, !

”一2
‘“2

, “
·

口* 2 : 一
‘/ ‘2 “2 ‘一 ,Q · {,

引理 3 得证

另外
,

利用引理 l
,

对于 入: 〔 {1
,

2
,

⋯
,

N l
} 和 入: 任 {1

,

2
,

⋯
,

N l
}

,

我们有

S ll P S ll P
}
二

犷、:丈
, 入2

}
*
f{{

: C }}f }}
; ,

‘ < , < oo
,

(3
.

26 )
7

,

无〔2 5 , t > 0

且其界与 b。 和 几
l ,

凡
2

的系数无关
.

应用 (3
.

26 )式和类似于文 {?}中引理 l 的证明
,

可得到如

下引理
.

引理 4 对于任意函数 {外
、
}及 1 < p 。 < oo

,

入: 任 {1
,

2
,

⋯
,

Nl }和 入: 任 {1
,

2
,

⋯
,

从}
,

有

0P

..七.,..1‘......月工一2
、

、少
/

艺 }喘丈
1 ,

入2 ‘
外

“

2

)
‘

J⋯
: 。 : ·

⋯⋯(艺 嘛 }
2

7
,

无任Z 工k 〔Z

尹

了、
、
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其中 C 与 b。 和 几
1 ,

凡
2

的系数无关
.

4 主要定理的证明

我们只需证明定理 1
.

应用 M in ko w ski 不等式和 (3
.

7 )式
,

我们有

. 尹

论争(f)(
x ,

军)
一

(关
一

关
-

一 1 一 1

艺几 艺 艺 2,+ 兮 k ; Nl
7 = 一 oo 无= 一的

一2 」 , , 、 尖
, ‘ 、

l u 占u L 、
‘

、 ; 水 不t X
,

百 1 !

—
l

一止 甲 2 . 、 f

, / 于 」 I
一

} 占L /

i一2
\、11/

i百、、、.
Jz

Z

d一艺S一Sd一2、/ l

y

一 1 一 1

兰艺 }吼 }艺 X
Z升“

拼 了= 一 oc 儿= 一加
一 l 一 1

三艺 }几} 艺 艺
Zj+

‘

k ; N i
、 2 *

f(
x ,

、 一Z d s d t

脚卜飞王,

召 7 二一加 k = 一加

加 f OO
.

j0 畔‘气、
’

f(x,

了厂九卉了
/矛吸了、
、/

!
、

112
、

l
尸

d一
子‘

S�Sd一n‘

、、.产

夕

一

习引 (尤
一

习引 (关

加 f加
.

j0 }口粉瓦、
’

f(x,
2

_

厂艺又 }《
一 J任Z 无〔艺

无,

N 王

、 . 2 d s 己t、合

吕‘ /

因而
,

由 (3
.

2 2 ) 式可得

磷 (f) (二
,

妇 兰 C 艺
拼

N 2

N i N Z

}味 }艺 艺
久1 = 1 久2 = 1

凡

又, l一川 凡 t

/ . 夕了 了
_

、 、

‘-
口 . J , ‘ , 八 1

,
八 2

7 ,

无〔 Z

1

·

, (·
,

、) {
2、·“‘

)
“厂了去

产

/们
了矛

l
、

(4
.

1 )
:一 C 艺 艺艺 }几 }衅犷

2

(f )( 二
,

、)
,

久1二 1 入2 = 1 娜

其中衅户(f) (x
,

。) 一 (厂片瓦
, 、。Z

叹
1 , 入2 *

f(x
,

、

脚
,

叫告
.

进而有

N I

NZ
日

饰 (f)J }, : C 艺 艺艺 }阳 }{衅价洲{
; ,

, < , < 、 (4
.

2 )
入l = 1 入2 = 1 拼

注意到对于固定的 入: 任 {1
,

2
,

.

因此
,

不失一般性可假定

数
,

并且满足

二
,

Nl } 和 戈 : {l
,

2
,

⋯
,

从}
,

若 、
1

风
, 一 O

,

则 吠允火
1 , , 2 一 。

a * 1

口, 2

兴。
.

设 劝;
与 劝

:
分别是 R m 与 R 几 上的两个径向 Sc hw ar t z 函

(a ) 0 三劝* 三 1
,

乞= 1
,

2 ;

(b ) s u p p (劝l
) 互 {x 任 R m

(e ) 艺
。。z

(叻
1 (Z d 入, a , l x ))

所有 。任 R “

\{0} 成立
.

: 2 一抽 三 }刘三 2 入‘ }与 s u p p (劝2 ) 红 {、 任 R 几 : 2 一 “,

三 {、}三 2入
2

}:

对下1如引 对所有
二 任 R 爪 \{0} 成立

,

而 艺
‘。。 (劝

2
口、风

2

功)
2 三

令 劝1滩(x) = 劝1 (2以
‘a 入1

司 和 劝2 , , (川

典了(f)
一 劝, , 。

(() f(f )
,

稀(n) -

劝1 , 。
(动劝

2 , , (功f( 石
,

司
.

于是有

衅)犷
2

(f )(x ,

“)

口么
,

(u) 一 如口抽人u). 定义乘子算毛丝 与 男

仍
,

, (功虱司
,

以及定义 瑕 º 男 如下 ((黑 À 男)f) 低 刀) 二

艺
} 一

, _ , _

}2 、 告

⋯乞
_ (岑

、 À 战
十‘)(味找

1 , 入2 *

(s] +d À 碳+l )f) (x
,

、)}“sd ‘}
,

d
,

Z任 艺 ! /

(4
.

3)
7

,

人〔Z

厂了五了厂洲
了

了l
、

一一



6期 伍火熊
:
核为块空间函数的多重 Mar ci n ki ew icz 积分 1 2 4 3

下面给出定理 1 的证明
.

定理 1 (i) 的证明 由于引理 3
,

不失一般性
,

可假定每一 b。 的支集 Q 。
满足 }Q

。
} < el /(l

一 “)
.

我们首先考虑映射 留
,

它被定义为

梦 {以
; 。, ‘

(x, u)}
J ,

。、
z

一 {艺 ((心一 À S‘一’(‘
、 d , l任Z

:孟
; d

, , )) (二
,

、)}
少 了, k 任Z

由 P lan e h e r e l定理知
J

钾爪、、!声/
二乙

,

以Sd

2

艺 孟
; 。

j , 儿任 Z

r Z r Z J _
大Z )艺

_

(母
+、 À “翻 )可

’ d
,

艺任Z

了

!
、

? f, fZ ff ?
、。l 。 ; 2 、。 ·

、

落 jl jl j人
一 x R 几

忘
、- 7 + · -

一
; :乏

; 以
、

, (x
,

, )

/

艺 (母
十d, 。硅

+ ‘,

嵘孟
: d , , ‘,

(x
,

。)ax 而ds dt

d, , 别任Z

,

l
甘
一�d

J二未
上

k

一
艺 艺

j
,

丸〔 Z d , l任 Z d’
仍 X R 几

劝,
,

、+ 、
(() 劝

2 , 、+ ‘

(n) 蛤羹
; 己, , (石

,

的

x 劝1
,

: + : ,

(石)劝2 , 、+ ‘,

(。)可
己, , ‘,

(苟
,

哟成内ds dt

一
艺 艺 艺

, , 天任 z d , l‘ Z )d 一d ‘

)兰2
,

{l一 乙
‘

{二2

f Z f Z f f

一l / / Z 劝1 , , 十己(石)劝2 , 、+ ‘(。)‘:定
; 己

,

,
(若

,

“)
J 1 J 1 J J 伙爪 X 伙 n

X 砂1 ,

、+ 、,

(‘)劝2 , 、+ ‘,

(。)可又
; 汉, , ‘,

(石
,

。)成d o d s d‘
·

通过简单计算可得

艺
“

戍
’” “ R ”

蕊
,

(;
,

劝1
,

; 十己
(() 劝

2 , 、+ ,

(n) 或夏
; 、

, , (若
,

动

三2 ,

{l一之
,

{生2民
三

悬
{、_ 己,

}

勇
一 ‘, !: 2

关
2

关
2

赚
一 x 。 。

三·

恩厂厂戍
一 又。。

{疏
(“

,

刃)

或蕊)( ;
,

。

川
夕

蕊)
,

(;
,

。)}成
d o d ·d‘

成d刀ds 成
·

故有

却
日服、

、,矛召/
不乙

d吕d

2

⋯⋯(
夕

孤厂厂艺 (s:
十 : 。碳

十 ,
)‘:孟

; 、

d , l‘Z

三 C 艺 (4
.

4 )

‘

丫爪
d , l〔 Z
⋯⋯(

,

髦厂厂
,‘:孟

;一‘
2以一)

这表明 留 是从 12 (L Z (R
, 几 x R 几 )(L Z (}1

,

2 } x }1
,

2 })(12 ))) 到 L Z (R m 火 R 几 )(L Z (!1
,

2 !
x !1

,

2 })(1
2 ))
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有界的
.

而从 (4
.

3 )和 (4. 4 )式
,

可得

}i岭犷
2

(, )
}{

日 / , 2 , 2 、
韵

l

三 C 艺 {{(艺 2 2 1哎、{丈
:

,

* 2 ·

((男
+ 。 À S是

+ , )f ) }
“d “d‘)

一

{{
d, 2〔Z ” 、 么 k 任Z 一 山

对于每一固定的 d
, l 〔 Z

,

令

/ , 2 , 2 、
告

“
, ‘(f )(x

,

。) 一 ( 艺
_

Z 大}哎、予丈
1 , 人2 ·

((母
* 己 À S是

+ , )f ) (
x ,

、)l
“d “d‘)

-

、

了, 人〔Z 一

则有

}}岭犷
2

(, )}{; : C 艺 IJ几
, , (, )!}里 (4

.

5)
d

,

亡任Z

再次应用 Pl an ch er el 定理可知

“,““一厂厂
,

聂戍
一 , R 。

· ‘

汀
、

髦左
,
、

,

、 ‘

J劝1
,

了+己 (石)劝2 , 、+ , (。)}2 {哎晃
s , 亡

; 入1 , 入2
(荟

,

。) }
21入石

,

。)!’d‘d o d s d‘

{~ 户 ;
1 , 了 万_

I J , 凡 ; 久l , 久2
(苟

, : ) }
2

1入‘
,

。){
2成己。d s、,

,

肠中

其

凡
* ; d,l = {(f

,

功 任 R m ‘

贮
: 2一 (j+ d+ ‘)入‘ 引似

:

引三 2一 (j+
d 一 ‘)入 ;

2一 (无+ ‘+ ‘) 入,

三 }尽* 2 。!二 2一 (“+ ‘一 ‘)入 ,

}
.

又对于 (荟
,

刀) 任 凡
,

、; 。
,

‘和 s ,

t ‘ {1
, 2}

,

应用引理 3 可得

卜;瓦汉
2

(;
,

。)}: C 12
, “1 ·入l a 入1 ; 1}2

“‘2‘“2
“入

2。}兰 C Z一““‘一‘入2 ,

卜;反砚又
2

(;
,

。)}
: 。 {Z

J

一
。入工 ; {}2

、\2
, 一月*

2。}
1 / (2

一
}。。 }。

d > 0 全 O; (4
.

6 )

1弓瓦瓜
2

(;

卜好淤二
2

(;

三 口2一 d入, 一 l/ (210 9 }Q “ 1) , d 全 O
,

l < O;

: 口 {2
, 入1 、“l a * 工 ; {

‘/ (2入‘’“‘}Q · i) 12
““2 。入2

刀*
2。!

三口2一 d / (210 9 !Q 料 {)一 l入, ,

d < 0 ,

l全 O ;

: C }2
, ‘1 、入l a * 1 ; }

‘/ (2 , “。‘}Q · {) {2
““2。‘2

。* 2。}
‘/ (2“2 ’。g ‘Q · !)

三 ‘2一 d / (210 9 {Q , {) 一 l/ (Z IO g .Q 拼 1) ,

己< o ,

l < 0
·

(4
.

7 )

(4
.

8 )

廿
......几..‘., .............. .,月..

、1产
、、,产

刀刀

(4
.

9 )

于是

}}Id
, , (f ) }}2 三 C Z一“入‘一‘入,

JJf J)2
,

d 全 0
,

l全 0 (4
.

10 )

11几
, ‘(f ) 1TZ 三 C Z一 d 入‘一 ‘/ (2 , 0 9 {Q “ {) }}f }}2

,

d 全0 ,

l < 0; (4
.

11)

{}Id
,

,

1}Id
,

‘

2 三‘2一“/ (2‘o g IQ “ !)一 ‘入,

JJf })2
,

: 三 ‘2一 “/ (2 , 0 9 }Q “ {)一‘/ (2, 0 9 }Q 二 {) {lfl}2
,

d 全 0 ,

l 全 O (4
.

12)

d < 0 , l < 0. (4
.

13)

!!
、,、了l
户了

J
Jr口」了.忆、

/.

1、



6期 伍火熊
:
核为块空间函数的多重 Mar ci n ki e w icz 积分 1 2 4 5

综合 (4
.

5 )与 (4
.

10 )一(4
.

13 )式
,

我们有

,}衅::
2

(, ).}; : c ,., !}苍
{ 艺

“一 久‘汉一 “’‘+

艺
2 一 入工d 一 l/ (2 10 9 {Q

。

j)

d > ()
.

1> (〕

十
艺

d全0
,

l< O

2 一 d / (21
‘”g !Q

, ·

l)一 入2 1 +

艺
2 一 (d + ‘’/ (, ‘。 g ,Q

,·

”

d < O
,

l李O d < 0
,

l< O
}

: 。

(
1 月

一

log
翻

2
“, }。:

故而有 }衅
‘

加f)ll
Z 兰以‘十 ‘og 命 )lIf 肠

·

由此和 即)式
,

便得

N i N Z

}}游(f) 州
2 : c 艺 艺艺

人1二 1 久2 = 1 拜

、:
,

{
(
1 + ,·g

击)
!}, !}

2 : 。{{, }}
2

·

\ l
、币 补 } /

定理 1 之 (i) 得证
.

定理 1 (ii) 的证明 我们首先证明
:

对于 1 < p < 2 和 1 < q < p
,

有

Pq
112

JJw 户(f)此: 。

引〔￡ 厂厂哈
d

.

1〔Z ” 、

了
,

丸任艺 一 上

子丈
,

, , 门1 _ 。 : 、 , 、 . 2 , ,

八
,

“。 *
、又。“+ d 囚 。无+ ‘’了) l “s a 乙

/
(4

.

1 4 )

事实上
,

对于 1 < P( ) < 、
,

应用 M in ko w ski 不等式可得

P 0

1

511日“、、l/
土亡

dSd

q州

OP

1
..............,

1
..........卜..i一2

、

l
/

}} /
_ 产 产 } _

}】(艺 又2 1艺 (斗
。 。

st+
‘
)以

; 己

曰 、 7 , 丸任Z 一 工 一 土 ’

汰Z任Z

: 艺
凉

,

ZC Z

又 厂
2

厂
’

1(
、;

+ 、二 s”一 )、:“
; 己, 之

{
Z d s d‘

夕
,

k 任Z 一

(4
.

1 5 )
/

!、
、

而对于每一固定的 d
,

l 任 Z 和任意函数 {}l ;反}
,

有

JJ

_
r Z r Z 日 _ 日 f Z f 2

.

}}

{
;

锐jl jll (
纵

À “‘+l ’“川“sd ‘
比
三、

tzl ⋯jl 关‘
“报‘“sd ‘{

1

和

s ll P S u P
了, 无C Z 、

.

拢【1
.

2 : {(母二 À S‘一 , h“:又⋯}}
; 。
三 ‘

}{S ll P
,

人任 2 5
深

2: {“洲
; 。

1 < P。 < 戈
.

这表明映射

尸
:

{以 (x
,

、) }
:

,

、: Z ; 、,

, 。[1 , 2]
一 {(斗

、 À 成
+ , )以 (x, 、) }

, ,、。z ; 、
,

, 。!,
,

2 ]

分另I」在 L p O

(R 饥 x R 几

) (L 关 (!1
, 2] x !1

, 21)(l叨 )))(1 < 尹〔〕 < 二 ) 上有界和在 L ‘(R m x R n

)(L ‘(11
, 2] x

阵
,

叩 (ll ) 上有界
.

因此
,

对于给定的 p 任 (l
, 2 )

,

选取 P0 满足 1 < P0 < 二 和 2/ p 二 1 + 1/PO
.

借

助于插值定理可知 尹 在 L p (R m x R “

) (L Z (!1
, 2卜 【1

, 21)(12) 上有界
.

结合 (4
.

15 ) 式
,

有

11(; 别
’

厂⋯沙协 st+
之)以

, 汪
,

Z

⋯
Z ds

刃
‘

⋯⋯
,

(4
.

16 )
1 < P < 2

.

P

i一2
、

、、JI广
上r�

d5d
勺妇

三 艺
d

,

之任Z

⋯⋯厂? 厂 [a.
门、 。

肤
;

落 人 jl
’”

从
“
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因而
,

对于每一固定的 1 < p < 2 和任意 1 < q < p
,

插值 (a. 4 )和 (4
.

16 )式
,

即得

JJ(
J

孤关
’

关
’

⋯恩
(、一故一 ,、:迄

; 汉, ‘

1
2 己一)

‘

J⋯:
枷比

玉

三 艺
d , l任Z

11 / 产 2 产 2 \

{{(
J

髦/l又,‘:孟
; 己

,

Z

,
2“·“‘

)

(4
.

14 )式得证
·

接下来
,

我们断言
:
对于 2 < p < oo 和任意 1 < q < 厂 二对(p 一 l)

,

有

\、.声/

不乙dSd

2尸.卜�卜............甘...............212
、、1了/

2
/

l
、、勺大厂声八

/

l、
、

{{岭扩
’

(r )}{二三 C 艺 艺 }啦帐
: , * 2 ‘

号
º成

+ ,

)f) (4
.

17 )
d , l〔Z 7 , k〔Z

事实上
,

由 M in ko w s k i 不等式和 L it t le wo
o d 一p a le y (见文 {?

,

C h a p t e r 4 }) 知

+d论
决

J

理

q山P
1一2

、、!声/
q‘

11 / _ 产 r Z

))( 艺
_

人厂}(斗
己。 st+

, )以
; 己

,

二 工大‘Z 一 ‘

二乙dSd

Q扫P�..,口...口...山 口月..... ......卜..�...

112

、、211
2三

厂关
’

⋯!(
、

艺 }(s]
+ 己 。

s2+
,

嵘孟
; 、,

,

凡任Z

_
尸 内 }/ 一 一三 C

jl 川戈
,

总
‘嵘

“ 2 < P < oo
,

子幻dSd

P2....毛.�......卜..

�月,口... �口.口.....�12
、

l
/2

由此式和 (4
.

15 ) 式
,

我们有

⋯⋯(
j

毛厂关
2

⋯只
(母⋯ 成一 ,、

, ,

孟
; 己

,

之

⋯
2以一)

‘

⋯⋯
;

(4
.

18 )
、

l
/

二乙dSd

2P..
.
............�.

.
几�.几r.......i一2

三 C 艺
d

,

Z任Z

另一方面
,

从 (4. 4 )式
,

可得

汀郡
,

黔翩
’

)
盖

2 < P < 关
.

1

训队、

叼
、

衬勺dsds11(
、

酬厂⋯娜一 st+
,
,

端
, 之

⋯
“

二(悬汀肛
,

黝
灿

, Z

{
2

)
‘

{:
鑫 (4

.

1 9 )

从而对于每一固定的 2 < p < oo 和任意 1 < q < 厂 = p /伽一 l)
,

插值 (4
.

15) 和 (4
.

19 ) 式
,

便得

Pq
1一2

艺 (母
+ 。 。成

十‘)‘:夏
; 、

, ,

成l任Z

/
,

11了? ‘门
“ ’‘

1
1

}队 乙曰 , , J , 无; 己
,

、

7 , 丸〔z

1
’、·、!

)

⋯⋯:dsd 今
;

112
、、、

1
12

/

2

(4
.

17 )式得证
,

现在我们分如下两种情形来建立
口

澎尸 (f) 的尸 (R
”‘ x

r
‘

) 估计
:



伍火熊
:
核为块空间函数的多重 M ar ci n ki e w ic z

积分 1 2 4 7

情形 1 2 / (l + 衬 < p < 2: 由 (4
.

14 )式和 几
‘定义知

{{衅{犷
’

(f){}二: C 艺 }}‘
,

‘
(f)}}另

,

1 < : < 2
,

1 、 。、 ,
.

(4
.

2 0 )
d Z任 Z

首先估计 11几
,
(f )ll

;
·

从 寸犷丈
1 , 、2

的定义和 (3 26 )式容易看出
,

对于任意函数 {h
; ,、

}
: 、。 z ,

有

无乳h厅关
’夕

rzl 《丈
工

,

\
·

叭 ,d,sd
/

比
三 ·

⋯⋯艺
了

,

凡〔Z

0P

无头
hS U P S ll P

去 k 任Z 、 , 亡任 11别程丈
, , 入2

·

、
儿

{}}
, 。
三 ‘

S ll P
丁

,

儿〔Z

1 < P0 < 00
.

因此

可
{谓

1 , * 2 · h , , 、

⋯
Z

dsd
, )‘}}

: 。

1}(艺 }凡 1 < P < 2
.

7
,

无任Z

户

人了
/

l
、、

特别地
,

取 伪
,

、(x
,

功 二 (母
+ 、 À 成

十, )f( ‘ 。

、)
,

由 Li ttl e w OO d 一Pal cy 理论得

}}、
, ‘( , )}}, : e

l⋯(艺 }(s]
/ : À 砍 (4

.

21)
7 , 无任Z

+ , ),
的

‘

{⋯
: 。 ilfll 一 ‘

一
2

·

/ 曰 P

运用插值定理
,

由 (4
.

10 )一 (4
.

13 ) 和 (4
.

21 ) 式可知
:

对于任意 1 < p < 2 和 0 < 0 < 1 ,

有

}}Id
,

‘(f ) {{, 三 C Z 一0 入‘d 一0 人, ‘1{f 11。
,

d 全 O, l全 O ;

11几
,

, (f ) }}; 三 C Z一0 人‘d 一 0 ‘/ (2‘0 9 }Q 拼 {) l{f11;
,

、全。
,

l < o ;

l}‘
, , (f )11, 三 ‘2一o d / (2‘o g lQ 拼 {)一 白入 , ‘}}厂1};

, d < 0 , l七 O;

11几
, , (f )11; 三 C Z一 od / (2‘o g lQ “ l)一 ”‘/ (2 , 0 9 {Q , ·1) llf l!。

,

己 < o ,

l < 0
.

综合上述不等式和 (4. 20 ) 式
,

对于 2/ (1 + 闪 < p < 2 ,

我们有

/ 1 、1十夕
.

_ _

f /
_

1 、计
“

、
二 _ 曰

日畔万
“

(f) 11
。
兰叫

1+l 嗯而习 lljl }: 三洲 1 + (‘09
.

而不 } 卜IlJl };
\ {咒 拜 l / 气 \ !场 拜 ! / /

因此

N 飞 N2
}}磷 (f) }}; : C 艺 艺艺 }吼

入1 = 1 入2 = 1 科
{
1 ·

(
10 9

南)
1+ 夕

}““‘
· 三“‘厂“一 2

1 十 夕
< P < 2.

情形 2 2 < p < 2/ (1 一 l,) :
对于固定的

、 ,

云任 !1
, 2}与 d , z 任 Z ,

置

勺j

i一2
、

l
了/

: :, ( , )(
· ,

、) 一 (艺 }味片
, ,

, 2 * ((s]
+ 、 À 碳

一

、, )f) (x, 、)l
7 , 无任Z

则对于任意 1 < g < 厂 = 可 (p 一 l)
,

由 (4
.

17 ) 式
,

可得

11岭: 。, 。: : 。

到汀陌
, ){:ds哟

‘

d , ‘C Z

(4
.

22)
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应用 Pla n ch e r el 定理知

: : ::(, )}.‘
一

互双
。 x R 。

卜厕乐
2

(“
,

。,{”
叻1 ,

j一‘“,叻
2 , 无一 (。, ,”入“

,

。, ,
’““。

·

J , 几忆 刁

类似于不等式 (4
.

10 )
一
(4

.

13 )式的证明
,

对于
s ,

艺〔 !1
,

2{借助于引理 3
,

有

}}心:{(f)11
2 三 C Z一 “入‘一 ‘人,

4{f {}
2 ,

d 全 0
,

l全 O ; (4
.

2 3 )

{l石:矛(了){}
2 三 C Z 一 “久1 一‘/ (2 , o g 1Q 科 !) }I厂}1

2 ,

d 2 0
,

l < O ; (4
.

2 4 )

(f)1{

(f)}}

: 三 e Z 一“/ (2‘o g lQ
“ l)一‘入2

}{f}}
2 ,

d < 0
,

l全 0 (4
.

2 5 )

三‘2 一“/ (2 , o g lQ o l)一‘/ (2 , o g lQ 二 !)f}f j}
2 ,

d < O
,

l < 0
.

(4 26 )

暇登

又对于
s ,

t 任 !l
,

2!
,

由引理 4 和 L ittlewo
o d 一p a ley 理论可得

}{: ::(, 。,.
; 。 : C

⋯⋯(艺 }(斗
、 À “翻),I

么k〔Z
)
‘

IJ
: C ,,‘,,一 2 ‘ ”。 < 一

‘

/ . , 尹0

(4
.

27 )

再次引用插值得定理
,

从不等式 (4
.

23)一(4. 27 ) 式可推出 :
对于任意 2 < p < oo 与 。 < 0 < 1

,

有

}1攫{{(f )}}
; 三 C Z一 ”d 入‘一 ”‘“ ,

{}f !l;
,

d 全 0
, l全 0 ;

才(f )11
, 三 C Z一 “d 入‘一 “‘/ (2 , o g JQ “ l) Iff ll;

,

d 全0 ,

l < 0 ;

(f )11, 三 C Z一 “d / (2 , 0 9 }Q “ {)一 0 ‘入,

1lf lf;
,

(f )!l; 丛 C Z一口d / (2 , o g JQ “ J) 一口‘/ (2 , 0 9 }Q “ l) Ilf !f;
,

d < 0 ,

l 全 0 ;

d < O,

l < 0
.

形形登

综合上述不等式和 (4
.

22 ) 式
,

如情形 1 的讨论便得所要证
.

定理 1 (ii) 得证
.

定理 1 (iii ) 的证明 我们只需对
州

戏 进行证明即可
.

借助于 Pl an ch er el 定理易知
.

减 在

护 (R m x
贮 ) 有界等价于乘子

m (石
,

为一 L OO 函数
,

动 一

(关
一

关
一

⋯赚
}: , ,

}, !: ‘ 几(x
‘,

夸‘)
}二}m 一 ‘{, !”一 1

e 一 2 7r i[(

一2 二
_ , , 、 告

’十”‘
’

y ,“·““

}揣)
‘

其中澎二 创}引
,

丫二 可{叫
.

不难验证

几(x
‘,

夕‘)几( :
‘,

二 ‘

)
m 一 1 x s n 一 l ) 2

2二 , s夸
, ( r l x , 一 。1 : , )坐)

了九
、

l 一e

饥(石
,

刀)2 = lim lim
A l ~ oo

,

自曰 O A Z弓 oo ,

勿 , O

A1.

/此
/了‘、、
、

尤
。, ‘“‘ !o ’

/ fA
Z _

戈关
Z e

2了 it ·’
·

( r Z·’

一
‘

,

孚)介
1“。1“一“。Zdx

‘““‘“·
’
“?

‘
·

注意到当 A 一 oo 和 :

一
0 时

r A

关(一 “甘 ’, ‘” (“ u 一口‘ , 一 CO S (2二 : ))空
一

10 9 }、
‘

·

(a 。 一 口v )}一 l

.

仃
f ,

一 ‘
百
”gn 吓

’

口“ 一 口v ))
,
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:

核为块空间函数的多重 Mar ci n ki e w ic z 积分 1 2 4 9

且此积分被 C (109 1丫
·

(。。 一 口v) })所控制
,

其中 C 与
: 和 A 无关

.

于是由 (1
.

1) 式和 Le bes g ue

控制收敛定理
,

得

m 忆 “,
’ 一

//s
x

!
, o

、

_

/j
, r , 、

一

几(x’,
“,)亏不万石万

m 一 上 X 占 下‘一 工

)
‘ J J 仁【0

, 1 1 x IU
, 1 1)

‘

g }石
‘

·

(
: l x , 一 户1 : ‘

)!
一 ‘

x

!
,0 9 !。

’
·

(。、
‘一 , Z W ’

)}
一 ‘

一 ‘
首

S
gn ((’ (rl x’ 一

Plz
’

)

一 ‘

苦
S
。(。

‘
·

(
·2 ; ’一 。二

,

))
)

X d r l
dP

l dr Z d户Z
dx

,
d夸

,
d : ,

d、
‘

.

因此
,

若 几 是一实值函数
,

则结合 (1
.

1) 式通过简单计算可得

m (;
,

。)
2 一

/广
_ _

。(
x / ,

。,

)。(
: , ,

二 /

J J (5 讯 一 土 x s 几 一 工

)
‘

飞lsell.J

X

石
‘

·

x ‘ ,

、
1 . , , , , 八 l

下下一
.

一万 一 1 1 10 9 }《
’

又工 一 z ) }
屯” z

‘

/

石
‘

·

x ‘ 1

一 下丁一甲丁1 0 9 1有
屯

‘
’

Z
‘

一 ,

、
, 0 9 };

,
.

(、
, 一 。 ,

)J一

冥/ ,I
’

切
’

‘。g ,。
,

·

, ,

!

)
“一“, ,

“一“?
,

·

(‘
·

2 8)

兴

/‘龟了、、z

!
、尸‘.leswe.七r

.

!
l
,IL

XX

下面证明 (iii )
.

为简单起见
,

我们仅对 m 二 n = 2 和 q 二 oo 情形来构造所需要的 。
,

其它情

形稍作修改即得
.

此外
,

用 卜 i
,

1卜 卜 1
,

l}代替 5 1 欠 5 1
.

对于 (
。 , v

) 任卜l
,

1」
x
【一 1

,

1』
,

置

几(
。 , 。

) 一 C l b ,
(。

, v
) +
艺 C 、b、(。

, 。
)

,

(4
.

2 9 )

其中

则 n

黑
1

C l 二 、 二二一- 一一份下育二-一 二, 丁万

千袱 (大 + 1 )(10 9凡)
‘

凡
二二 ‘

乙1 (
。 , v

) = 一 灭[一 1 , 0 ]、 [一 1
,

0 }(。
, v
)

,

吼
1

(无+ l)(l
o g k )

2 ’

b、(
。 , 。

) 二 }D
、
l
一 Z x 。、 只 n 、

(。
, 。

)
,

D 、 = {一兰一
【介 + 1k + 1 去)for

“全 2
’

满足我们的要求
.

确切地说
,

几满足下列性质

/厂
. r . 1

。(
。 , 、

)d。d
: 一 。;

J J t一
1 , I JX [一 1 , l j

几 。 B罗({一 1
,

1 }
x
!一 1

,

11)
,
一 1 < 。 < o ;

几彭B罗({一 1
,

l}
x
}一 1

,

l]);

f 厂 _
、

_
‘

r / 跳 、
_

二
, / u 、

_
.

, 1

, J (10
, z{欠 10

, i{2
2 ‘ ’

切

“
切

‘

(4
.

30 )

(4
.

3 1)

(4
.

3 2 )

、

!(
1 一 竺)

,。g }
: 一 :

‘
一 ‘ +

(竺)
,0 9 }

v
}
一‘

1
汉。d o d勿 d : 一 co ;

(4 3 3 )

二 一

jj.
_ ,

_
.

. ,
.

一

协
,

v)n 恤 z)

J J 戈卜 1
,

llx 【一 1 , 1 1尸\({O
, 1 』x lu

,

1 1)
‘

卜器)
‘。g ,U一 !

一 ‘ +

(号)
‘。g !

。
!
一 ’

l
1 一 竺、

10 9 1
。 一 :

1
一 ‘ +

(竺、1
0 9 1

。
l
一 ‘

{{
己二以v以。己之 < 00

.

(4
.

3 4 )

�

l
、

厂
占.、、、r.刃esllLr

we
�

火X
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直接计算可得 (4
.

30 )
一
(4

.

32 )式
.

另外
,

类似于文 }? ! 中 (4
.

6 )与 (4
.

7)式的证明 (见文 !?
,

7 0 6一 708

页})
,

我们容易验证 (4
.

33 )与 (4
.

34 )式成立
.

在此省略其细节
.

定理 1 证毕
.
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