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摘 要

本文给出平 面 n 次有理 B 石zi er 曲线 凸性 定理 的证明及有关三次有理B吞zi er

曲线凸性的 充要 条件
。

一
、

引 言

在射影平面的齐次坐标系下
,

给 定特 征 多 边形的顶点 {R 计
,
这里 R 艺= ( 哟 xI

,

“ ,yi
, “ , ) T (享= 。

,

1
,

一
, 。 ) ,

则n次有理参数曲线段

R 。(, ) 二艺 B , , 。 (, ) R ,

亡- .

为平面n次有理B阮ier 曲线
.

式中

t 任[ 0
, 1〕 ( l )

{
B l , 。 (: )== e二, l(1 一 t)一 J

(宕二 0
,
1 , 一

, 移) ( 2 )

C 鑫=
玲!

i! (摊一之) 1

是 Ber n s te主n基函数族
,

另外
,

应假定 。 , > 。 (￡, 0
,
1

, , 二 ,

动
,

以避免出现渐近方向
。

且

特别当 。 .二 1 (玄二 0
,

1,. 二
, ,
n) 时

,

式(1) 就是通常的B 62立er 曲线I’J。

下面我们证明曲线(1) 关于其特征多边形的保凸性
,

并研究 有 关三次有理 B 6滋e r曲

线凸性的充要条件
。

、

二
、

凸 性 定 理

在对应的仿射平面坐标系
’

下
,

特征多边形顶点写成P , = (勾 , 为)伙玄二 。
,
1 , ⋯

, 九 )
。

这样
,

定理 1 若有序互异点列 {P介“二 0
,

1
,

⋯
,

动在仿射平面上所构成的特征多边形是

凸的
,

则对应的有理B ‘zi er 曲线 ( 1 ) 也是凸的
。

证明 引入参数变换
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x = t(1 一公)一 1

则式(幻变为

x 〔 [ 0
,

+ co )

6 6 ,

( 8 )

R
。
(火) = (1 + 戈) 一 ,

Q
。(尤) ( 4 )

式中

件

Q
。(: )二艺 e二、‘R ,

I一口
( 5 )

首先
,

我们讨论曲线(1) 上的拐点
。

注意到式(4 )
,

此时归结为曲线(5 )的相对曲 率

K 托(: )
,

按文〔ZJ
,
了。(x )与混合积 ( Q

。
(: ) ,

Q二伽) ,

Q g (x ) ) 同号
,

由于
·

. ,

Q蕊、二 )一呈se‘二卜 , R , , o ; (x )一足
、(卜 1 )。盒、‘

一 , R 。

矛. 1 月, 不

于是

( o
, (: )

,

Q‘(: ) ,

o 篇(二 ) ) 一
‘

军
.

,、(、
一1)e鑫。‘e 盆二

。·‘+ ‘
一 , (R , ,

a ,
,

R 。)(6)

肠夙
, ’ -

其中记号 ( R , ,
R i,

R , ) 表示点R , , R 才和R , 的棍合积
,

从对应的仿射平 面上 看
,

它 是

点P,
, P ,和P冷所构成的三角形有向面积的两倍

.

由式 〔6)
,

有

( Q
。(大) ,

Q舀(: ) ,

Q公(x ) )

二 万
.

〔i、(、一 , )+ 、: (*一 i ) + :了(s
一
1 )一、s(了一 1 )一 ￡、(、

一
; ) 一夕‘(: 一i ) 2

.

l( 夕< 趁

·

e汤e二e弃火“
‘十考一 , (R l,

R , , R 。)

== 艺
I< 声< 掩

(了一‘)(、一产) (、
一 : )e扁e志e 扁: “1

.
是一 , (R I,

R ,
, R , ) ( 7 )

不妨设点列 {P价<卜。, 1
,

⋯ ,
动在仿射平面上构成逆时针回路

,

则

(R l,

R 沙
,
R 正)> 0 1( 户< 介 ( 8 )

且不全为零
。

依式 (7 ) ,

有

( Q
。 (x )

,

Q几(、)
,

Q公(二) ) ) 0 : 〔(0 , + 。) ( g )

即曲线(1) 上无拐点
。

其次
,

考虑曲线(1) 上的奇点
。

我们将其分为尖点和重 点 来讨 论
。

由式(9 ) 易 知

Q
。

(二) x Q二(x )姜。
, : 〔(0

,

+ OO ) 因此曲线(1)上无尖点
。

另外
,

欲证曲线(1) 上无重点
,

只要证对任意的大 : , x : 〔(。, 十 OO ) (不 妨设勺> 大 : )

以及尹祷。
,

都有
.

Q
, (x : )斗产Q

。(x Z )
,

亦即

F (”)二Q
。 (: : )一产Q

, (欠 2 ) 子0 ( 1 0 )

因为当产< 。 和 o
‘

(产< (、 :
/

x ; )’时
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.

你
甘二, .

、R 。 ,

R : ,

F(z
。

) ) 一艺 e 孟(二 i一拟孟) ( R 。, R l , R
;

) ) 。

泣一 2

当(义 , /x 2 )’蔺声
。

< (父1 / x Z )‘
个 ’(j= 2 , 3

,

⋯ , 。一 1 )日

(R 。 ,

R r
,
F (.l’)) = 艺 e ; (、 u一旅 ; )(R 。,

R s
,

R ‘)

i 一 !

以 (双 一
义 {)(R

。,

R l
,

R , )
代 ‘

军
t C“、、一 ,

‘二 2 , (价。 ,

又了,

R , ,曰艺间
一一

夕一盆

二 一艺 c 、(二 {一产x 生)(R 。 ,

R , ,

R , )

月

+
.

琴
_

C扒二 ! 一 , 、扣(R 。,

R , ,

业 , )》。

翻一 I全 1

又当I’》 (幻 / 、 : )
.

时

翻一理

(R 。 ,

R 。 , r (产))二 一艺 e扁(二 ;一 , 之二 l)。R 。,

R , ,

R 。 )夕 。

滋一 I

从而式 (1 0) 成立
,

即曲线(1) 上无重点
.

证毕
。

三
、

三次有理B‘z ie r曲线凸性的充要条件

三次有理B ‘zi e r曲线表为

又 3 (t )~ (1
一
云)3 R

。+ 3云(1一 t) z R : + 3公金(1一亡)R
: + t 3 R , , t任fo

,
1

_
;

( 1 1 )

文
一

3 1得到了三次B 6zi e r曲线为脚句允要条件
,

本
一

r[’J’将考虑有燕B巨妊e : 曲级的情况
。

首先给只;
一

「列两个引理
:

引理 1 实系数方程A 。护 + A l
护 + A ?二于A : 二 。(A 。二 0) 在(。

,

+ 的 )内无奇 数 乘

:

很的充要条件是下列条件之一成立
:

1 )A
。A 3 > o

,

川 A 琶一 4 A 。A卜 4 川 A 3 一 2 7A IA }+ 18A 。A , A , A 3
、

。
,

2 )A 。, A i ,
A : , A 3 同号

,

3 )A , = 0 , A o A ;梦 0 , A o A Z ) 0
,

4 )A : 二 0 , A荃二 4 A 。A Z城 0
。

引理 2 实系数方程尸 一 E 林+ E Z = O 至少有一实很不在 (O
,

一

十
一

DO ) ;气的充要条 件 :

下列条件之一成立
:

l )E I一 4刀 , ( o , 2 )石1《 o
,

3 )E Z《 0
.

上述引理按判别式及根与系数关系立伶
.

下面分别就拐点和奇点进行讨论 ;
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1
.

拐点

曲线(1 1) 在亡〔(O
,

l) 上出现实拐点的充要条件等价子方程

A ot , + A i亡. (1一 t )
一

卜A Z名(1 一公) , + A 3 (1 一 ‘)3 二 0 ( 1 2 )

在该区间上存在奇数重实根
.

在参数变换(3 )
一

下式 (12 )变为

A . 义 , + A 一大 , + A , 义+ A , ” O 劣任(o , + co ) ( 13 )

式中

A 一= (R z ,

R , , R 3 ) , A 、, (R : ,
R , ,

R o ) ( 1 4 )

A Z = (R . ,

R o ,

R
, )

,

A : 二 (R o ,

R l ,

R , )

令 a二 ~ P
, , 一 P 。

‘
i (哪” 1 , 2 , 3 )

代表仿射平面上特征多边形的边向量
,

并设

月: = [ a Z , a 3 〕
,

p Z = [ 翻 3 , a I J
,

户3 , 〔a : , 吸* 〕

这里〔. ,
,

衡了代表向量 a 。:

和al 的外积
。

这样
,
可将式 (1 4 )改写为

A o = 。 i 。 : 。 一户x ,

A 、, 。 。 oJ : 。 : (户
1 一 月: )

A : , 。 o 。 ‘。 : (月: 一 p
: ) , A 3 二 。 。 。 : 。 :

月
3 ( 1 5 )

护是
,

为保证曲线 (1 1) 在 (o
,
1 )中无拐点

,

即只要方程 (13 )在(o
,

+ oo )中 无 奇 数重 实

恨
,
若 A 。一A : “ o

,

则曲线 (1 1) 退化为直线
,

故由对称性可设A 。寺 O ,
按引理 1 得

定理 2 没户
1
子 。

,

则 曲线 (1 1) 在(0
,
1 )中无拐点的充要条件是下述 条 件之 一 成

立
:

1 ) 吕
, 只 3 ) o ,

且 。 子。
: 。 , 。

g(户
: 一 只

: )2 (乡: ‘ P
: )手‘ 4 。 。 。望。 考户

: ·

·

(产, 一 月: )’一 4 。才。 l。 : 户, (户
: 一 户

: ), 一 2 7 0
1
。里户盖玲弓+ 1 5 。 。。

奎
·

·
。呈。 : 月

,

月, (月
: 一 p

Z )(月: 一 户
: )《o

-

2 ) 吕
: ,

月
: 一 分

: ,

户3 一 介
2 ,

户3同号
-

3 ) 月3 “ 0
,

昌
:
不;

:
《0

.

2
。

奇点

曲线 (11) 在参数变换(3) 下的齐次坐标式是

R 一(父)= (1 + x )一 s忆R o + 3 父 R 、+ 3 x Z R : + 父3 R o l ( 1 6 )

这样
,

曲线段上出现二蚕点的充要条件是
,

存在 火 l

今% : 任(0
, 十沉 )

,

以及比例因子

, ‘笋 O
,

使得
:

R 。 + 3 : ,
R

, + 3 x }R
: + x IR , = 户(R 。+ 3 x Z

R
: + 3戈孟R

: + x
全R

, )

上式两端分别点乘向最 R
, X R 么 ,

R 么 x R , ,

R 。 又 R
: ,

得

了
A , + A 。“寸一”(A, + A0

‘夏’

}
A ‘+ ”A 。“ ; 一 , , (A : + 3 A 。: 么 ,

、一 A : + 3A 。二釜, l’l (一 八。+ 3滩。: 益

〔1 7 )
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令石
, ~ x l + x Z ,

E : 二 x ; x : ,

则方程组 (1 7 )等价于

(A
: E : + A IE ‘ = 一”A ,

i
‘ : : : + 3 , . : :

一
A : . ( 1 8 )

另外
,
曲线(1的的尖点取决于方程

R 3 (: ) x R 勺(拓) == 0

亦即

(R 一x R : ) + 2 (R . x R
: )x + (R o x R 一+ 3 R I x R

: )义含+ 2 (R : 火 R s)x 息+

+ (R
: x R 一)x ‘~ 0

·

( 1。)

式 (19)两端依次点乘R 一, R : , R : ,
R 一,

导出

{
A : + ZA : 劣 + 3 A o 尤2 二 0

沌 , 一 A l劣, 一 ZA o欠, 二 o

一 ZA , 一 人 : 大 + 人一劣 . == 0

3A , + 2人 : 戈+ A ;火 , , 0

( 2 0 >

抉详

ZA : x + A : 义, = 一 3A *

ZA l x + 3 A ox , 二 一A :

这恰为方程组 (18 )中当x , 二劝时的情形
。

因此
,

曲线(11 )在(。, l) 中出现实奇点的 充要

条件归结为
:

存在x , , 戈 : 〔(0
,

十OO )满足方程组(18 )
。

可以假定
, A 专一 3 A o A : 钾。

。

于是有

石 :
, (g A 一A s 一 A 、A : )/ (A贾一 3人。A : )

。止竺L
.

9 “ : “ :
旧

:

户, 一 竺. “ a (月
、一尹

:

赵旦里二旦过
“ 。 “ 。“ : (月

: 一 p
: )一 3 。贾日

: (月, 一月
: )

和 召 : “ (A 叁一 3 A : A , )/ (A 号一 3 A 。A : )

口尸一口材
二

~

卿0 . 2

. 2 “ 3

按引理 2 ,

得到

定理3 设口
:
口: 》O

一成立
:

毋 l 即
: (口一口

: )一 3 .

。 。。 : (口
: 一夕

: )一 3 。芍
: (口一月

:

则曲线(11) 在(。, 1 )中不出现实奇点的充要条件是下 列条件之

1 ) 。
合
。 : 。 : 。 最(月

, 一月
: )2 (口。一口

: ) , 一 4 。 。。 于。 置口
: (口。一口

: ) 3 一 4 。 是。 变
·

·

。 . 月: (月, 一月
: )’一 2 7 。 于。 】尽号月亏+ 1 8 。 。。 圣。 经。

·

3口,
口: (月: 一口

:
)

·

.

(多。一口
: )> 0

。

2 ) 。 。。 : 。 2 0 3 (尽: 一冷
: ) , (月: 一月2 )’一 s 。 。。 全口, (月, 一户

: )3 一 3 。 考。
, 君

: ·

,

(口。一口
: )3 + 9 o t。最口

,
月: (尽

, 一口
: )(口, 一月

: )‘0
.

3 ) 9 。 。 。 : 。 {尽
,月。(君

: 一尽
: )2 一 。矛一

。. : (月, 一口: )3 (尽: 一月
: )一 2了. {。

: ·
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·

口全分。(月一冷
: ) + s一。。圣一 : 日

: (月
, 一分

: )(多一口
: ) 2《 0

。

这样
,

只要三次有理B 曲icr 曲线满足定理2的条件之一
,

且同时也满足定理 3的条件

之一
,

则该曲线就是 凸的
。

从而
,

结合定理 2
、

3 即得曲线(1 1) 凸的充要条件
。
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