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不计算导数值的高阶迭代类

林 群

(厦 门大学 )

在 〔1〕中按迭 氏函 数 ( 简记 工
.

F
。

) 所需要的信息对 I
.

F
。

做了分类
。

业给出了 I
。

F
。

阶的定义
。

但 〔1〕中所讨论的高阶迭代过程
,

除了需要使用函 数的信息外
,

还需要函数导数信

息的支持
,

这在应用上有时是不 方便的 (例如
,

导数的表达式较复杂 )
,

因此有必要研

究仅依赖于函数信息而保持高阶收敛的 I
.

F
. 。

若 f(x) 为实变量的单值实 函数
,

且在某区间 〔
a ,

妇 上具有唯一 实 零 点
a ,

设 石
.

劣
, _ ; ,

⋯
,
石

_ 。是 a 的 无+ i 个近似值
.

再设
x : 二 ,

由石
,

寿
一 : ,

⋯
, x

, _ 、及 必 . (x
, ,

⋯
,
瓜

_ 、)

(卜 1
, 2 ,

⋯
, m 一 1) 上的 f值所确定

.

这里 。 . 是在 肠
,
石

_ : ,

⋯
,
介

_ 。 点上仅依 赖于 尹的函

数
。

于是
,

我们称

石
+ , “ 甲{石

, x : _ , ,

⋯
,
石

_ ; , 。 ; , 必 : ,

⋯
, 。 。 _ ,

} ( 1 )

为 A型的有记忆多点 工
.

F
.

( 简 称 A 型 工
.

F )
.

〔2] 文提出的平行弦 I
.

F
.

及 仁3〕文 的 相

交弦 工
.

F
。

均属这一类型
。

本文利用 〔4〕中的构造思想
,

给出两类计算 m 个 f 信息 而 不 低 于 2卜 ‘ 阶 的 A 型

I
.

F
. ,

它 们包含了不计算导数值的有记忆单点 I
.

F
.

类 ( ‘〕
.

另外
,

将上述 A 型 I
.

F
.

的

构造方法转移到无记 匕的多点 工
.

F
.

类上
,

得到若干生成高阶 工
.

F
.

的公 式 及 两 类
‘

使用

m + 1个 厂信息的 2 “ 阶 工
.

F
. 。

设 厂〔C
“ + ‘〔a

,
b〕且 f

‘

不等于零
,

f 把 〔
a 声〕变换至‘J〔

c

沪〕
,

则 f 在 〔c
,
d〕上 存 在

反函数 F(f)
,

且 F〔C
叨 + “〔。

,
d〕

。

若点集 X =
{
x 。 , x 。 _ , ,

⋯
, x : 一 。} 中各元互不相同

,

则可定义 口 , (x
。 ,

⋯
, x 一 * )

,

它仅由

X 上的 f值确定
。

类似地
,

假定对 厂= 1
,

⋯
,
i 已逐个定义了 叨

,

巨为确定 叨 只 需 计 算

{
x 。 , 。 , ,

⋯
,

叨
_ ,

} 点上的 厂值
.

则定义一个新的 。‘, : 依赖于插值理论
.

首先
,

可应用反插值方法来定义 。‘* : :

记 x , _ ,
= 。 _ :

(: = o , i ,
⋯

,
k)

,

设 P。, ; (t)是 F 在点集 Y = {f(。
‘)

,

f(。
。一 : )

,

⋯
,

f(。
: )

,

f(。
。
)

,

⋯
,

厂(。
一 。
)} 上次数不 超过 i + k 的 L ag r an ge 插值 多项式

,

它满足 如 下 插 值条

件 :

19 53 年 9 月 15 日收到
.
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P。, 、(f(。 J)) = F(f(。 j)) ]’= 一 k
, 一 无+ 1 ,

⋯
,

i ( 2 )

若 Y 中各元互不相同
,

则计算 P。
, * (t ) 只用到 厂值

, 而不计算 厂的导数值
,

这样

田 卜 , “ P
‘, 、(o ) 艺二 0

,
1

,

⋯
, m 一 i ( 3 )

因此
,

每次从 叭 求出 。 ‘十 工 只多增加一个信息 f( 。 , )
,

若出现某 个 叨 使 f( o J) 二 0 ,

则

迭于七终止
。

否则由 (3 ) 式递推可得 。。

(x
。 ,
⋯

,
‘

_ * )
,

令 x : 、 : = 甲: (m
,
k) = 。 。

(x
。 ,
⋯

,
礼

_ 。)
,

于是从 X 求出 x 。 + ,

只需计算 m 个 f值
,

而其余使用的信息都是已知 的函数值
。

记中
, 二

=
{甲

, (m
,
k) ; m ,

k = i , 2 ,

⋯ }
.

其次
,

亦可用直接插值法构造 。‘十 , :

设 尸‘, 。(x ) 是 f在 g “ X U {。
: , 。 : ,

⋯
, 。 。

}上次数不超过 i + k 的 L ag ran g e 插值多项

式
,

一

它满足如下插值条件
:

P
, , 。(。] ) = f(。 , ) j“ 一 k

, 一 k + 1 ,
⋯

,
i ( 4 )

若 g 中各元互不相同
,

则 p , , * (x) 仅山 甜 上的 厂值确定
,

这样

_
、

_ f(。‘) ; 一 n , ‘一 _
,

。 ‘十 : = 。 ‘一 一

一一
2 = 0 , 1 ,

⋯
, m 一 1 ( 5 )

p 蔚
, 。 (。

‘
)

因此又可定义一A 型 I
.

F
. , x 。 , , = 枷(m

,

的 “ 。 。
(x

。 ,

⋯
, x , _ 。)

.

它每步迭代计算 m 个 f

值
,

记 少
。 “

{甲
“
(尽

,
]’) ; m , k = 1

, 2 ,

⋯ }
.

最后
,

我们指出 必 ; 与 必
口

的几个特例 :

中; (1
,

k) 是〔1」中给出的采用反插位构造的一类有记忆单点 I
.

F
. ,

它包含了弦截 I
.

F
.

甲,
(1

, 1 ) = x 。
一

f(x
,

)

f〔x
, , x 。 _ ;

〕
.

甲
“

(1
,

的 是导数估计 I
.

F
.

的有记忆单点 I
.

F
. ,

〔1〕中给出了它的一个特例
:

。 、 一 ,

_ f(x
,

)
甲

“ 、1 , ‘ , 一 卉”
一 丁砰刃一 二厂

下
二一 十砰三 三 而 万 全卜二

~

JL 再
: , 再 。 一 I J 甲 [ L弄

. , 弄 ” 一 Z J 一 J L再
。

_ : ,

石
_ 2

〕

另外
,

我们指出 必 。

的一个例子

{
臼 1 = x 。

一
f(义

。

)

f〔x
。 , x 。 _ ,

〕

中“
(2

, 1 ) = 功 1 一

_ _

_ 一 脚业 一
f〔。

, , x 。

〕+ f〔。
, , x 。 一 :

〕一 f〔x
: , x 。 一 1

〕

( 6 )

它每步迭代计算两个 f 值
,

其余使用的都是原有信息
,

但我们将证明其阶 是 1 + 扩丁
,

高于相交弦 I
.

F
.

及平行弦 I
.

F
. 。

l

为方便 计
,

将 〔1] 中引进的收敛阶定义做姐下变形
:

命 p
。 “ 10 9 l

x 。
一 a

l
,

序列 {
x ,

} 称为 P阶的
,

如果

lim p
。 + ,

/ p
。
= P

.

( 7 )

下 面给出 必
,

及中二

的收敛阶 :

定理 1 设 f(x )〔e
’” + “〔a

,

〕
,

乡f
尹
F (“ ‘) 在 〔a

,
b〕上非零(i = i , 2 ,

⋯
, m ); 则甲, (m

,
无)

的 阶肠
, 、
为方程
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P七
十 ‘ 一 2 , 一 ‘

艺 P
s “ 0 ( 8 )

S 巴 0

的唯一正实根
。

证明 对 m 施行归纳法
,

证明如下误差递推关系
:

价 一 1

(x
。 、 , 一 a ) = K

。
(f

产 ,
⋯

,

f(
, + 几) ) 11 (x

。 _ 。
一 a )

“
( 9 )

S = 0

乞

其中 K
。
(厂

‘ ,
·

⋯f(
“ + 舟) ) 为以 f

‘ ,

⋯
,

厂(耐 “) 有关的误差系数
.

当 m = l 一1寸
,

由上述
, 甲:

(1
,

k) 是 [ 1〕「卜洽出的 有记忆单点 I
。

F
. ,

J友(9 ) 式 显 然
.

现设当 , ( l时
,

(9 ) 式为真
,

而证 当 m = l+ 1 时亦真
。

由插值法
,

有
:

F (t) = P ‘, ; (艺) +
F ( l十吞+ ’ ) (8 卜

,
(之))

(l + k + 1 ) !

卜掩

n 〔卜 厂(。 :一户〕 (1 0 )
穿
. 0

蕊
其中 8 。

十 ,
(t) 位于 {f(。

,

)
,

厂(。
‘一 :

)
, 厅(。

_ ; )
, , } 所确定的区间内

。

在 (1 0 ) 式巾置 t = O , rn于 (3 ) 式 几 a = F(O)
,

有
:

(x
。 + : 一 a ) = (。 :、 , 一 a )

一 (一 1 ) 1+ 孟

(l+ 无+ 1 ) !
F ( I十 ‘十 ‘) (夕: , :

(0 ))
盆+ 儿

ll f(0 : 一 , )
J
” 0

(臼 。一 , 一 a )
琳nJ-0= _ (皿习竺

叫

(l + k + 1 ) !
F ( l+ ‘十 ’) (0

: 、 ;
)
卜庵

n 厂
产
(刀卜户

.

, , 0

其中 刀. _ , 位于 {。
. _ , , a

}所确定的区间内
。

再依归纳假设
,

有 :

退 (x
。 十 , 一 a ) =

(一 1 )卜 ;

(l+ k + 1 ) !

工

F ( ‘
十 “十 ‘) (o :十 、

) TT K
。

(f
‘ , 二

’
,

厂(
r + “) )

。

r . 1

卜 在

fl 厂
,
(刀‘

J
, 0

, )
·

11 (x
。 _ ,

一 a )
“

只要取

K i , :
(f

/ ,

⋯
,

f( ‘
+ “十 ‘) )

(一 1 ) l
十 介

(l + k + 1 ) !
一 F ( ,

一

以 + ‘) (夕: 十 1
)

生
‘

11 K
r

(厂
‘ ,

r , 1

⋯
,

f(
r

一

“) )
·

盈+ 壳

fl 厂
‘
(刀‘

一 , )
弓 O

互 则 (9) 式获证
。

其次
,

将 (9) 式两边取对数
,

得

p
。 十 : 二 10 9 }K

· :

(f
‘ ,

⋯
,

f(
” + 叔) )卜 2 , 一 ‘ ·

X p
。 _ 。

或

p
。 十 l

p
,

二
一

1 1。: }兀
。
(f

‘

p
n

,

⋯
,

f(
“ + “) )} + 2“

一 ‘ p
。 _ -

p
。 _ ; + 1 )+ 2 仍

一 1
(1 1 )

;

n钊
/了吸、

、"
习

V 二二
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7卞意歹IJ10 9 】K
二
(厂

‘ ,

⋯
,

f(耐孟) ) ! 有 界
,

且
.

p
。

分 一 二
,

依定义 (7 )
,
只寸(1一) 式 两边 取 极

限
,

得 :

吞

P = 2 衍
一 ‘ + 2 爪

一 ‘

习 P
一 ’

少一 1

此即 (8 ) 式
,

定理证毕
。

类似地
,

对 和 (m
,

k) 的阶 脚
, 。在一定 条 件 下 亦 有 同 样 的 结 论

,

在 此 就 不 赘

述
。

应该指出
,

对较大的 k
,

除增加程序复杂性外
,

敛速却不增加很 多
.

因此 无不 宜取 得

过大
。

对于小的 无和 粗 ,

表 1 给出了久。 ‘(或 伽
, k ) 的省

.

最有意义的情况是 k “ 1 ,

这时

可精确地求得
:
又

, , ,
(,

m , ,
) 二 2 门 一 2 + (2

“沉 一 ‘ + 2 。
一 ‘

)
, .

由表 1 可见
,

肠
, 左(或 伽

, 。)以 极快的速度接近 2 ~ ‘ + 1
.

一般地
,

仿 〔1〕可得
:

定理 2 若 。 ,

无) 1 ,

则方程 (8 ) 存在一个正的实单根

又
, , 、(召

二 , 、) = 2加
一 ’ + 1 一 普

。

2爪 一 ’

(2
门 一 1 + 1 )几

十 ‘

其中乒< 言( 2( 3 一 扩了)
.

表 1 又
。 , 。 (或 那, , 。) 值

1

}
2

一}一
’

一” 3

一
一

一一一
�

1
。

6 1 8 0 3

l
。

8 3 9 2 8

1
。

9 2 7 5 6

l
。

9 6 5 9 5

2
。

7 3 2 0 5

2
.

9 1 9 6 4

2
。

9 7 4 4 5

2
。

9 9 1 6 5

4
。

8 2 8 4 3

4
。

9 6 7 3 7

4
。

9 9 3 5 7

4
。

9 9 8 7 2

8
.

8 9 8 9 8

8
。

9 8 8 9 8

8
。

9 9 8 7 9

8
.

9 9 9 8 7

有记忆 I
.

F
.

的构造思想常可转移到无记忆的多
l

气I
.

F
.

上去
,

术节基 于 I 节 的方

法
.

考虑仅依赖于 f 信息的 无记忆多点 I
.

F
.

类
.

给定无记忆的 P 阶 I
.

F
.

甲( x)
,

记 。 。 = x ,

设对 i 二 o , 1 ,

⋯
,
i 已 逐个定义 了 叻

,

且

其中只用到 f在 。 。 , 。 , ,

⋯
, 。 j _ ,

的直
,

则增加 一个信息 厂( 。 . ) 以定义 。 . 二 ,

依赖于插 值

理论
。

首先
,

可用反插值方法来定义 。 . + , :

设 R
‘( t ) 是 F 在 点集 Y

, 二 {子( 。
‘) ,

f(。
。一 ; ) ,

⋯
,

厂(。
。
)

,

f(中) }
_

上次数不超 过 i + i

的 L a g r o n g e 插值多项式
,

满足如下插直条件 ;

R . ( f(中) ) = F (厂(切) )

R
‘

(f(。 , ) ) = F (f( 。
, ) ) i

二 0 , 1 ,
⋯

,
f ( 1 2 )

若 Y ,

巾各元互不相 同
,

则计算 R
, (t ) 只用到 f值

,

于是

。
. + x ‘ R . ( 0 ) i = o , 1 ,

⋯
, m 一 1 ( 1 3 )

由 ( 1 3 ) 式递推可得 I
.

F
. :
功

,

(祝
, 甲) = 。 ,

( x , 甲( x ) )
,

记 梦
, = {乙

, (m , 中) , m = l ,
2

,
⋯ }

,
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其次
,

亦可应用直接插值法来构造 。 ‘、 工 :

设 R ‘
(, )是 f 在 g

, = {。
. , 。 ‘一 , ,

⋯
, 。 。 , 切(x ) } 上 次数不超过

项式
,

满足如下插值条件
:

刀。(甲) = f(切)

R , (。 , ) = f(。 , ) i = o , 1 ,

⋯
,
萝

若 见
,

中各元互不 相同
,

则 R 。

(t ) 仅由 厂值确定
.

于是由

。 。十 : 二 。 ‘

一工鱼立一 、二 o , 一,
⋯

, 。一 1

R 厂(。
。
)

玄+ 1 的 L 月gr a n g 。 抓涟多

(1 4 )

(1 5 )

可定义 I
.

F
. : 必

。
(m

, 中) “ 。,
(x

, 甲(x ))
.

下面来讨论 梦
,

及 梦
,

的收敛阶 :

记 。
“
二 {。

。

(m
,

小)
; m = 1 , 2 ,

· , ·

}
.

定理 3 设 厂(x )任C
阴 + ‘

〔a 户〕
,

f
,
F ( ‘+ ‘ ) 在 〔a 必〕上 非 零 “= 1 ,

⋯
, 从

为 p 阶的
,

则 功
,
(, : , 甲) 为 2 爪

一 ‘

(p + z ) 阶的
.

证明 只要对 m 施行归纳法证明 〔‘〕 : 存在渐近误差常数 C
, ,

使

lim 丝达卫气望)二竺一
= e

。

若 甲(x)

(1 6 )
二 , a

(x 一 a )
“

一

口 + ‘ )

当 m 二 1 时

功
,

(1
,

叻 二 x 一
f(x )

f〔甲(
x )

, x 〕
(1 7 )

可以证 明它是 P 十 1 阶的且 C
, 二 厂

“

(a ) / 2f
‘
(a)

。

归纳假设 当 m 镇 l时结论为真
,

而证 当 水 = Z + 1 时亦真
。

由 L a g r a n g e 插值法
,

有

F (t) 二 R :(t) +
F ( ‘十 “ ) (口 . 、 1

(r))

(l+ 2 ) !
〔t 一 厂(甲)〕11 〔z 一 f(。 : 一 , )〕

卜 0

(1 8 )

其中 a ‘、 : (t) 位于 {f(。
.)

,

f(。
l_ , )

,
⋯

,

f(。
。
)

,

f(中)
, t}所确定的区间内

.

在 (1 8 ) 式寸,
令 t = 0 ,

业利用 “ 3 ) 式
,

有

‘
2
‘, + ‘, 、,

一
(田 ,

一
, =

借渭;;
王
一 。( !

一 (

一
, f(, ,

燕
“一’

(一 1 )己
+ 1

(l+ 2 ) !
F ( ‘+ “ ) (叮

, 、 ,
)
·

f
‘
(占)

·

ll f
‘
(刃‘

_ , )
·

(切 一 a )
·

n (。
, 一 z 一 a )

其中 占及 刃: _ , 分别位于 {甲
,

a} 及 {。
: _ , ,

a} 所确定的区间内
.

于是按归纳假设

1im 冲: (1
一理 )竺

‘, “

(x 一 a )
“之(, + l )

(一 1 ) 1 十 ‘

(l + 2 ) !
F(’十 “) (o )〔f

‘

(a )〕’
十 “ ·

lim
不 , 口

(甲一 a )(功
。 一 a )

(x 一 a )p
十 ‘

王
.

lim n - 一
- .

一里
‘二燮_

‘”a
j一 1 (x 一 众 ) “ ‘“ 1 (, + l
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(一 z ) l+ 1

(l+ 2 ) 2 !
F ( ‘十 “) (o )〔f

‘
(a )〕‘

十 “ ·

C
·

C
,
⋯ C 。= C :十 1 .

其中 C 为 中(x) 的渐近误差常数
。

因此 (16 ) 式得证
。

对于 扩 (m
,

叻 在一定条件下亦有相同的结论
,

证明从略
。

由上可知
,

给定 乡阶 甲(x )
,
功

,
(1抑) = 。 :

(x ) ( 即 (1 7 )式 )
,

增加一个 厂值而使 l陀敛

阶提高到 p + 1*
.

必
习

(2
.

甲) = 勿 ,
(x )

f(。

厂〔。
’
(x )

, x 〕+ f〔。
,粼

(x ))
, 甲(x )〕一厂〔

x , 甲(x )〕

增加 2 个 厂值而使
!

!文敛阶提高到2乡+ 2
.

另外
,

由相交弦 I
.

F
.

演变而来 为公式

叻(x
, 中) = 甲(x )

_ 厂(甲 (x ) )

厂〔。
工
(x )

, 切 (x )〕

增加 2 个 f值而使收敛阶提高到 2P + 1
.

特别
,

将 甲(x) 取为简单的一阶 I
.

F
. ,

例如 甲(x) 二 x + 那 (劝 (刀为常数 )
,

这时
,

功
,

(m
,

叻 及 必
,
(m 理 ) 均 只使用 m + 1 个 厂值

,

而收敛阶为 2
” .

这一结果与〔4〕巾类似
,

所不同的是
,

在此构造的 I
.

F
.

不计算 厂的导数值
.

梦
。
(m

, x + 盯) 的两 个例子是

叻
。
(l

, x + 夕f) “ 砂‘ 二 x 一 了百干

、J�、.J
.且�产宁」刀一了�尸

�
一
一

田一

一一一一
功

,

( 2
, x + 厅厂) “ 。 , 一

f〔。
, , x 〕+ f〔。 : , x + 一 f〔x

, x + 吞fj〕

它们分别使 用 2 个和 3 个 步值
,

而收敛阶 是 2 阶的和 4 阶的
.

一般来说
,

解超越方程的迭代过程所花的机器时间主要取决于计算 厂及 厂( 幻所花的

时间
.

因此
,

对一高阶 I
.

F
.

而言
,

如果一次迭代所计算的信息量太大
,

便不能具 备 较

好的实用价值
.

〔1〕中提出 I
.

F
.

效能的一种度量是
“
计算效能

” .

若计算 f值的代价是一

个单位
,

而计算 厂( 心 的代价是脚 个单位
,

则计算效能指标的意义是

五( 甲 ,

f) = P‘/ 口 ( 19 )

其中 P是 甲的
、

阶
,

O = : 。 + 习街 01
, 。。 和句 分别是一次迭代所 计 算 的 厂及 厂( 幻 值 的 数

目
.

对于 中
,

及 中
。,

有
:

。 , , , 、 , 、
_

, , , 、 , 、 _ 。 , 一

毛「
, .

1 有 1资
上 气切八 饥 ,

幻
,
川 二 刀 气切, 气m ,

K)
,
尸 =

“
,.

1 1 甲 ~ 带界粉 . 一 丁石讯二 I 工万亏石千丁 l~ 。

L ‘ 、乙
. 1 产 J

对于 梦
,

及梦
二 ,

有

. ) 可与〔1〕的结果 冲
= 切 -

_
赵望L
j’

做比 较
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E (必
*
(m

, x + 口沂)
,

f) = E (叻
,
(m

, x + 口f)
,

f) = 2蔽 r
。

当 m 充分大后
,

上述诸 E (甲
,

f) 均趋向于 2
.

因此
,
中

, , º二 ,
梦

*
和 梦

。

的计算效能 优于

常用的 I
.

F二 另外
,

当计算厂( 乃 的代价愈高
,

它们的优越性便愈突出
.

表 2 列 出 了诸

I
.

F
。

的计算效能
。

表 2 诸 l
.

F
.

计算效能的比较

下万瑞卜之迎生
_

N e w t o n 一 R a p h s。。 1
.

F
.

{

’

{
’

1
. 5

’

{
2

平行弦 I
.

F
.

相 交弦 I .

F
.

功( x ) * * )

中, ( 2 , 1 )

中。 ( 4 , 4 )

1 。 41 42

1。 5 5 3 8

1
。 5 8 74

1 。 6 5 29

1 。 7 3 20

1 。 319 5

1 。 4 142

1。 5 5 3 8

1
。 48 6 0

1。 6 5 2 9

1。 7 320

1。 25 9 9

1 . 4 14 2

1。 5 5 38

1。 4142

1 。 6 5 2 9

1。 7 320

注意到 ( 19 ) 式定义的计算效能 尚夫考虑到机器处理信息的工作量
,

因此
,

若 工
.

F
.

的计算效能较高
,

但处理信息的工作量亦很大
,

则仍然不够实用
.

设工作量以执行一次乘 ( 除 ) 法和一次加 ( 减 ) 法所需的平均时间为时间单位
,

则

〔1〕中提到 I
.

F
.

效能的另一种度量是 “渐近计算效能
” :

E r r (甲
, f) = C

lo g P
A + B ( M )

( 2 0 )

其中 p 是 I
.

F
.

的阶
,

A 是处理信息的工作量
, B ( M ) 是计算新信息的工作量

, C 为适宜

的正规化系数
。

超越函数的计算时间依赖于具体的计算机
,

但可以按上述时间单位来换算
,

因此不

妨设计算一个 厂值所需的时间为 M ,

则 B (万 ) = m M
.

A 的值与 I
.

F
.

在程序中的书写形

式有关
,

通常应尽量简化 I
. F .

的表达式
,

以获得小的 A
。

为计算表 3 ,

我们选定典型的

i) 弦截 I . F . : A = 2 , B ( M ) “ M , C = 10 0 0 , P“ ( 1 + 斌了 ) / 2 .

11) 功
, ( 1 , x + 厅f) : A = 2 , B (叮 ) “ ZM , C “ 10 0 0 , P = 2 .

111) 相交弦 I .

F
. : A = 4 , B ( M ) “ ZM , C = 10 0 0 , P = i + 扩丁

.

iv ) 甲。( 2 , i ) : A = 5 , 刀( M ) = ZM , C = 10 0 0 , P= 1 + 召丁
.

v ) 甲。 ( 3 , 1) : A = 11 , B ( M ) = 3M , C = 10 0 0 , P = 2‘1 + 了 丁 )
。

梦阁
=

一诱{
一

雄粼{件夕
一

}
,

“由〔‘〕中给出
,

更““ 的“述见〔‘’
·
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表 3 诸 : 「
.

渐近性态比较

(a) 渐近效能比较

M值 弦截 1
.

F. 功
,

(1
, x + 刀f) 相交弦I

.

F
。

2 0
。

9 0

1 9
。

0 0

1 7
。

4 2

8
。

3 5 9 5

8
。

0 3 8 0

2
。

4 3 0 1

2
.

4 0 2 2

1 6
。

7 2

15
。

0 5

1 3
。

6 8

。

2 7 1 5

。

0 2 0 6

。

7 7 0 8

。

7 5 0 2

1 9
。

1 4

1 7
。

4 0

15
。

9 5

7
。

6 5 5 5

7
。

3 6 1 1

2
。

2 2 5 4

2
。

1 9 9 9

切,
(2

, 1 )

2 0
。

7 9
、

18
。

9 8

17
。

4 6

8
。

5 5 8 6

8
。

2 3 5 6

2
。

5 2 3 1

2
。

4 9 4 2

切,
(3

,
1 )

1 9
。

5 4

17
。

9 9

1 6
。

6 8

8
。

5 4 7 6

8
.

2 3 8 6

。

的 0 0

。

5 7 0 7

8910⋯2324
·

:8485

(b) 最高渐近效能区域

弦截I
.

F
.

1
。

6 1 8

M簇 9

功
,

(1
, x 十 歼) }相交弦I

.

F
.

甲。

(2
, 1 )

2
。

7 3 2

甲。

(3
,
1 )

收 敛 阶 ⋯
最佳渐近区域}

2
。

4 1 4

1 0 ( 叮成2 3

4
。

8 2 8

2 4石M《8 5

最后
,

我们来考虑如下简单的数值实例
: 即求函数( ”〕

f(
x ) = x “一 Z x 一 5

在 x 。 = 2 附近的实零点
.

其准确结果是

a = 2
。

0 9 4 5 5 1 4 8 15 4 2 3 2 6 5 9 1⋯

取 x _ , = 2
.

2 ,

选择上述几种 I
.

F
.

进行试算
:

由 N e w to n 一R a
办

S o n I
.

F
.

得出

x Z
亡 2

。

0 94 5 6 8 1

由相交弦 I
.

F
.

得出

x :
士 2

.

0 9 4 5 5 1 4 7 8 5 5 5 9 2 8 0

由 甲。
(2

, 1 ) 得出

x :
亡 2

。

0 9 4 5 5 1 4 8 1 5 4 2 5 2 3 3

由叻
·
(‘

, ‘ 一

壳
‘, 得出

x :
二 2

.

0 9 4 5 5 14 7 5 6 3 6 10 2

由 功
·
(2

, 二 一

九
厂, 得出

x :
亡 2

.

0 9 4 5 5 14 8 1 5 4 2 3 2 6 5
。
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