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求解超越方程的相交弦方法
’

林 群

数 学 系 学 生

文汇划给出了求解超越方程的 多种 方法
,

其 中
一 。 法

、

弦截 法 和

法为最常用
,

它们在实用上各有优缺点
。

为获得更好方法
,

「 中提出了称为平

行弦法的改进程序
,

它不必计算导数值而 具有 阶速率
,

因此优于其它方法
。

本文在平行弦法的基础上提出一种相交弦方法
,

不仅在程序 匕较平行弦法为简
,

而

且收敛速率增加为 工 侧万

设 劝为实变矛
一

的实值函数且具有实零点 “ ,
用

、 ,

丧 示 劝 的一 阶差商
,

即

了 ‘ ,

“ 一 ,

环— 下

若 大 , , 文 , 一

为 “ 的近似值
,

令

, 佗

翔

韶

介
〔火 , , 戈。 一

了大 ,

了介
, 。 ,

以确定 。 的新的近似位
,

这样 工 式便定义 了相交弦程序 可见
,

程序 工 较平行

弦法简单些
。

但下述定理说明
,

式定义的迭代序列在一定条件下是收敛的
,

且收敛

速率为 工十训万二
。

牡 由于此法不必计算导数值
,

因而尤适用于导数值不便使用的情

形
。

以下给出相交弦法的收敛性定理及数值实例

定理 记 一 一司 舀 ,

且设函数 满足下述条件

对任意
, 、〔石

,

有】伍
,

李

刘
·

任意 “ , , 、、 〔石
,

有 扭
, ,

一
,

《材 一

过 存在常数
,

使 占 乳

则对任意选定的初始值
。 , 、一 〔五

,

式定义的所 有 、 , , 二

〔石
, ,

⋯ 且 迭 代序

列 公 收敛于
。 ,

并有偏差估计
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首
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先以归纳法证明不等式

。

一 吞 及
。

一司 古 石

从而所 有的
, , 。任 伽 ,

, ,

⋯

当 凡 时
,

由 斗
,

及 式易证 式成立
,

设 式当 乙时成 立
,

而

当 。 艺十 时依归纳假设有

, ,
、 ,

一 箕
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、
, ,

一
‘

黑
。 、 ,

一
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从而对所有的 。 ,

式成立
。

七次
,

命 泛。
二

盗 。 , ,

⋯ 满足差分方程

, 十

加
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夕
一
“
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当
。二 时

,

应 川
,

岁
,
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一 ,
纂

’

器
。

故 式成立 现设 式当 簇乙时成立
,
而证明当 玲 不十 时也 成立 由 归 纳

假设和  
, , ,

式
,
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再次求出
。

的值  设差分 方程 的 解 为
,

几
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妞 一
, ,

王
,

⋯ 则 孟满

足二次方程

人 一 孟一卜
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义
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于足
,

’

差分方程 的通解

。 ,

训了
”

一训
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其中常数
,

由 夕 式的初始条件确定
,

它们满足 方程组

,
十 。一
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,
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解得 C
:= c :一令

,

且代入 ( 8 ) 式得 、 的值
,

从而证明了偏差估计式 ( 2 )
·

由 ( 8 ) 式知
,

当
n
、二 时

,
a
。

”的 且 (2 ) 式右端趋于零
,
故序列 伙

。

} 收敛于 “ 。

定理证毕
.

最后仍举 【21 中述及的数值例子
,

比较诸方法的收敛速率
。

求 j( x) ”尸 一Z
x 一夕二 O 在 x

。一2 附近的实根 [3J
.

为与平行弦法对比
,

取‘1~ 2
.2. 由 【2] 知方程的解 。〔(2

,

2

.

2 )

。

易 证
,

f ( 劝满

足上述定理的条件
.
故由相交弦法算出迭代序列

x i“2
.
0 9牛86丈;

xZ‘ 2
.
09 斗55 14 8

而山 【2」知
,

用平行弦法算出序列

戈1“ 2
。

0 9 月49 5 ;

x :“2
.
09巧乡13 1

此外
,

由 N ew ton一R a p玩on 法算出序列

火2 “2
。

0 9 朽681

又 M u ller 法算出序列

欠 2 , 2
。

0 9 4 牛925

而准确结果[3l 是
:

“二2
。

0 叫551铭l岁斗232 65 9 14 823 87 ⋯

由上可见
,

用相交弦法算出 的x:准确到 小 数点后 8 位
,

平 行弦法则 是 石位
,

而 M ul le r法与 N cw
to n 一R a P ha on 法仅分别为斗位和 3 位

。

因此认为相交弦法有较高

敛速
。
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