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摘 要: 利用三角形线性元的积分恒等式, 给出了二维非定常对流占优扩散方程的

特征线有限元解和真解的一致最优估计, 并利用插值后处理算子, 得到了有限元解

梯度的一致超收敛估计, 即只与初值和右端项有关, 而与 : 无关.
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1 引言

对流占优扩散方程来源于很多物理问题 [卜 0},此类问题的分析和求解往往具有许多困难

15] .近年来出现了很多求解此类方程的数值方法 , 特征线有限元法就是其中比较有效的一种 ,

它将对流项和时间导数合并, 将控制方程改写为不含对流项的抛物方程 (对称化), 再对其应

用有限元方法求解 ,并允许使用较大的时间步长 I.] .相应的最优阶误差估计也已经得到 {0一6] .

然而这些估计中的常数都依赖于小参数 :, 当 "趋于 "时, 这些估计就失效了.于是, 这些估

计尝试被改进为常数与 : 无关的一致估计 [s, 7一5] .本文利用积分恒等式 , 给出了特征线三角

有限元解的 : 一致最优估计,并利用插值后处理算子 l0] ,得到了有限元解梯度的 : 一致超收

敛估计.

我们考虑如下模型问题 :

":+ V #V "一:V #(a V ") = f , in n x (0 ,T ]

"(#, o) = "0 , in 几 (1)

其中 几= (a ,句x (c, d) , r = a几为 几的边界 ,V = (Vl ,巧)为速度场, "表示扩散系数, 并且

满足 0 < "m i"兰 "(x , , , t) 三am ax < + co , (x , y , t)任几x !0, T ],参数 o < i << 1. 问题 (1)满

足周期边界条件 ,这要求其系数也具有周期性.

2 预备知识

本节我们主要介绍特征线法和修正特征线法 ,

最后给出一种插值后处理算子.
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2.1 特征线法和修正特征线法

首先 ,对时空几x !0 ,月 做一致三角形剖分 (如图 l) , 空间上每个三角单元直角边长分别

是 2h l 和 2h 2, 时间步长为 vt := T /N .并假设 hl/h: 有一致的上下界, 记 h :二m ax (hl, hZ).

由于特征线法使用时间步格式, 因此我们只需要在当前时间区间 眯"一1,t"]上定义该方法.这

样当时间层 亡"一: 已知时, 就可以计算 亡"上的解.

在特征线法中, 方程 (l) 中的时间导数和对流项被合并 , 形成的特征线方向记作 , =

邝(x ,夕, t), 这里

劝一(1 + Iv l) ./2

VI a . 巧 口
) 下尸. 十 ) 下尸一
劝 口x 劝 口夕

+
一次口

和
a 1

a守 叻

由于近似求解时间层 振 二 "vt上的解,

来近似, 这就是修正特征线法, 如下:

从而考虑用沿近似特征线 ! (t; x , , ,亡") 的向后差商

":(x ,夕,亡")+ V (x ,夕, t") #甲二(x ,夕,亡")
!血

= 劝(x ,夕, t")二丫, (x ,夕, t")
口斗

u(x ,夕,艺")一"(x*, , *, t"一1) .
) 十

乙 t

劣,, ,亡, )

*,, *,亡"一:)

) d Zu _
(! -(-)一-.)-+ (! , (-)一/ .)-+ (-一-几一-)-砰 d邝 又2)

几尸了1一配

这里 ! (t) 和 x* ,犷(见下图 2)被定义如下:

! 1(艺)= x 一V1 (x , , , t")(亡"一亡)

! 2(t) = 军一V2 (x ,, ,艺")(t!一艺)

x* = ! 1(t"一1) = x 一V1 (x ,y ,艺")vt

, * = ! 2(艺"一1)= , 一V2 (二,刀,t")v - (3)

一一一/// ///
厂厂厂厂厂///
一一一丫丫///

""////丫丫 }}}

图 1 空间剖分 r人 图 2 近似特征线 !

令码 (卿 1 H -(卿 中的函数均满足周期边界条件 #我们将 (2)带入 (l ),两边乘以试探
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函数 "(x,功 1码 (卿 ,再在几上积分得到 (l) 的特征线参考方程:

"(x , , , t")一u(x*, , *, t"一1)
"(x , , )dxd万+

a (x ,万, t)V "(x ,, ,亡!)V w (x ,, )dxd,

试办无厂

f (x ,夕, t")二(x , y)dxd , 一击E-U,?, (4)

由 (2)易知局部截断误差为:

E(肠,")一[叨(#,")厂-, 盖- / L工

x ,梦妹)

* ,夕* ,之"一i)

._尹u _
.犷(! -(t)一-.)-+ (! , (-)一, .)-+ (t一t卜 -)-砰 d, dxd, (5)

然后, 在空间剖分 rh 上可以构造三角形线性元空间:

凡(卿 = {"1c( 卿 :vI "任PI Ve 1r !, "满足周期边界条件}

这里 几 表示 k 次多项式的集合.因此 ,特征线法的离散形式为:找 u !(#, #, t") 1凡(卿 , 对于

"= 1, , , N , 使得:对任意 w !(x ,功 1欲(卿 满足
"!(x , , , t")一"!(x*, , *, t"一1)

二h(x , , )由 d, +

"(x , , ,艺")V "!(x , , , t")V w !(x , , )dxd ,

说方办

f (x , , , t")二"(x , , )血 d, (6)

2.2 时空范数

定义空间范数为

[0<g< *五,D:,#d#d,}告1 兰 P < + oo

n la X

0 < 0 飞< k
esssup }D m v},
(x ,, )c "

P 二 十 co

l,!l吸!
一一

只p
几WU

那么 W 无,p价) = {v :flv日"!,p(") < + co },并简记 H k价) := W 无,2价);H O价) := L Z价)

对于上述定义的 Sobolev 空间 X , 引入带时间的 Sobolev 空间 !10 8:

w 儿,p(tl, tZ:X )= {v :

有范数如下:
}{豁(#,亡){}XoL#(-1, -2),0:m: 0, -三, -oo,

=军户黝到-, 1三#-+#
In 月X

0 < 0飞< k

二口饥v , 八二ess月u p ,11厌不万气-,艺川X , p = oo
r乞lr i,tZ J u -

了!亡!!
一一

X2
碑U,先WU

如果函数 v( x , t)

[t"一1,亡"1,即对于

只在时间层 纵 上有定义, 我们理解该函数 v 已经被常数扩展到时间区间

t 1 (t"一l, t"8, "(x ,, )= "(x ,, ").于是我们可以引入离散范数:

-")一}!v,{-, 1: "<+OOD
n = O

1ll a X

0 < n < N
日"(#, t"川x , q = + oo

了!少!!,
一一

T X0叼人LV
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最后令 ", 任凡(卿 是 "任C( 卿 的分片线性插值, 有如下的估计 恤0]

1Ivl一v日二!(")三C hZ一/11:1102("), Vv 任H Z(几), k = o, i

1Iv !11", (")+ 1Iv !11俨 (")玉C h一-11"!11:2("), V:, "Sh (几) (7)

这里以及后面的 C 都是常数, 只是在不同的地方可以代表不同的常数.

2.3 插值后处理算子

现在将四个相邻的三角形合并成一个大三角形 T = u九le-(见图 3), 在这个大三角形上

我们构造如下的插值后处理算子n置!:C( 司 ! 几(劝I0] #

11孟!v(夙)= v(及), i= l, , ,6

其中 夙 是四个小三角形的所有顶点 (见图 3).

厂厂厂

图 3 大单元 图 4 公共边单元

丁容易证明该插值算子n孟!有如下性质:
(a)

In置hv一vl-,, 三C h3一-.10113,二, Vv任H 3(二), l= o,1

(b)

}lfl孟hv}卜,, 三C }}"1}-,, , l= 0, 1,2, Vv任Sh

(e)

n姜!v, 二n氛:

其中 v, 1凡 是 "在小三角形上的分片线性插值函数.

(8)

(9)

(10)

3 误差分析

下面我们就来分析特征线有限元解和真解的误差.令

C h := U h 一 U
= u 九一 u l + u , 一 u = B 一 P (11)

其中 0 = 二!一", , p = "一

在 (4)中,令 w (x , , )

U l .

= 叨!(x , , )任欲(几),再将 (6)减去 (4),得到误差方程:

关二(一",-几,叨#(一",d#d/+
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我们将 (11) 代入上式,

(12)如下:

#v-五a-一,,-",v二-一",-n,v叨#-一",d#d"
一五二(一,一-n一)?#(一,)d#d"+E(一) (-2)且令 "h(x ,功 二创x , , ,侃), 然后将左边与 p 有关的项移至右边 , 重写

关/.(一/,-几.d#d/+

#v-五a-一",-",,v/-一",-几,,Zd#d,
一五0-一"一-n一, /-一/,-",d#d/+
#v-五a(一,,-几,v"-一",-性,v/(一;,-n,d#d,-
五"(一;一-"一, /-一",-",dx -/+
五"(一,,-n, /-一,,-几,d#d"+E(一/, /3,

下面考虑 (13 )右端的第三 !四项. 由于

p(x , , , t")一p(x*, , *, t"一1)

= p(x , , , t")一p(x , , , t"一1)+ p(x , , ,亡"一1)一p(x*, , *,t"一1)
四项可以重写成如下两项

(14)

因此第三 !

p(x*, , *, t"一1)8(x , , ,亡")dxd, +

p(x , , ,亡")0(x , , ,亡")d二d ,

产/儿户:
介一了尹

一五1{1,:(一/,!, //-一/,-n.dxd/+
五-, -一,,-n一,一, -一, .,-枯一,, /-一",-",d#d, (15)

将 (15 入 (13 ), 得到

02(一",-0)d#-,+#v-五"-一,,-0).甲/-一",-")一d#-"
/(一"一-"一)/(一",,介)d#d,+#v-五"(一,,-几)v,(一",:n)v /(一,,-几)-#d,+

代无九厂了产

五1{,"!-一/,-, //-一/,-n.-.-/+
五(,(一;,-0一卜;(一"一-n一))/(一,,-0,d#-"+E-一/,

:= 11 十几 + 几 + 几 + 几

下面我们就来逐个估计 (16 )右端的五项 :

(16)

."一}五/-一"一-n一, /(一,,-n,dxd;J
1 二_ , !二" 1 1 _" _

三言胆 (#, t"川 - + ; I 夕-(x . ,甘一, t"一i)dx d V
- 乙 J n
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:;川/(一-"川
1 + C v t

+ )
2

其中利用 x* ,犷 的定义 (3),

于 }}V >!:二(",二;w -,二(")2)#

{几}-

以及变量替换的 Jac obi

110(#,亡"一1)112 (17)

行列式为 1 + O (vt) . 这里常数 C 依赖

I五1,1户!(一-,d!/(一/,!几,d#d夕I
三e v, 1Ie(#,t")I{2+ C llol{乡1(:"_, ,"";:2("))
三C vt}le(#,去")}}/ + C h4}}二1}

2

H l(亡"一i,亡, ;H Z (")) (18)

又由E 的表达式 (5):

,!.:e(v,),}."(#,艺")!,},杂.!一(!"一,,:";二)
_ _ 二_ !二" _ , !"二d Zu 二"
三C vt11口(一t几).1乞2+ C (v-)-11砰 11乞#(-几一-n-L .) (19)

在估计剩下的两项 几,几之前 ,先给出所需的引理.

4 一些引理

引理 1 如果 "任H /(卿 , : 1妹 ,则

{五v(一 , #v#卜-/0#,3.#-1 (20)

证明 c 0(卿 在 H 0(卿 中是稠密的, 因此只需要考虑 "任C 0(几)即可.注意到分片

函数豁在一对单元"二"1ueZ上相等(如图4),因而积分不等式是建立在单元对上的.为表
达方便, 不妨设 B D 的中点为坐标系原点,则

关2
a ("(x, , )一", (x ,, ))

口x 关
口("(一x ,一, )一", (一x ,一, ))

a x
(21)

若记

二(x , , ) = "(x , , )一二(一x ,一, )

此时

那么有

切, (x , , )

色之鉴业{-
U 工 l

= ", (x , , )一", (一x ,一, )

}f 垫哥里竺2+ / 旦二竺于毕竺2
}Je l U x J eZ 口x

口(二一u , )
a x 关

口("(一x ,一y)一", (一x ,一, ))
a x

a {["(x , , )一"(一二,一, )]一[!, (x , xZ)一", (一x ,一, )]}
a x

产/此/.大/.此

一一 一一

一!厂旦些寻丝l1 J e i U 苏

!!夕!,.声q白Jn22了t!了l!

三C h } "}2,co ,", m eas (e:)

三e 人2 }二{3,oo ,"m eas (el)

关
a("一 ", )口二
口x a x

三e hZ 10 13,co ,"}"11,i,e



19期 陈沈煮, 等:对流扩散方程特征线三角元法的一致估计 17 9

从 (23)可以看出

/处寥竺2擎d二一", V""几(e),!擎"几(e)
J e O x o x 一 . 口x

(24)

所以从 B ram ble-- H ilbert引理得到

!!尹户!l,J尹
k匕匕八,曰2

了t!了-几!l/ 塑竺奋华丝勿:ch .川3,e 队,1,e
1 J e U x 口工 l

那么, 对单元求和可知

j f a ("一 ", ).ao l _ " 1 f a ("一", )ov
} 了 - 石厂了一- 下尸 l圣 夕 l 了 ) 几刃竺一- 下,
1 J n C, 工 口X I 一 I J , 口X U X

一 e 一

三c 人2}"}3}"}1,, - e 九2}"}3}v11

这里由周期边界条件可知与边界相交的三角形网格恰好能两两组合成图 4 所示的平行四边

形.类似可得

五
a ("一", )ov

a 万 OV
三C hZI"}3}vll (27)

联立 (26 )(27 ), 引理 1 得证.

引理 2 设 "(#, t) 1W -,co 价), "任H 3牌).

I五av-一 , #v#l
如果 v 1玖 ,那么

三C hal lwiI 3lvl l

证明令司#:一万石帐万fe a(x ,t)d二是a 在单元对上的平均,这里"
么, 由 (26)可知

(28)

= ", u eZ(如图 4). 那

[ 口("一", )口v l _l二 I _a ("一", )av 1 . 10 1 , _ !口(u 一 ", )ao l
夕 Q we ee 飞犷了ee ee 下一} 圣} 夕 了 Q 一一一花于) 下, } 十 l 夕 I 又" 一 Q J一- 又一一一- 下一}
J n 口x U X l l一 J , U X 口X } !一 J , O X 口X l

匕 一 e 一

< C h Z

< C 护

(}"}3 + 日"日2)}v}1

!,,了!.产0口0勺-3
浮护.!!吸布沪!

1lu ll3lol:

这里同样用到周期边界条件.类似地有

I五"旦玉竺命业爵l三-/0.#,-3.0.1
联立 (29)(30), 引理 2 得证.

引理 3 设 "- H 3价), 如果 v 1Vh ,那么
I !a v

左(/一/ -)丽一o(h-)l/}3}l0l}" (3-)
证明. C 0(卿 在H 0(卿 中是稠密的,因此只需要考虑 "E C /(卿 即可.由泰勒公式,如果

.x ,功 1 ", 这里 e = elu eZ(如图 4).简便起见, 设 B D 中点是原点, 那么

/一/(0)+艺
葱= 1

几 1 2 0 2 -

瑟(o)x-+合艺孟茜釜(o)x-x, +O(h3)一"一3,一,"
- . " 一 1 一 J

. , J 一 占

(32)

经计算 , 可得

关#= 4h lhZ"(O)+
舟心
生麟
硅

a Z廿

a x a x Z

号啦令0,+

(0卜考/10:令("卜"(!5)}一,一,# (33)

又由于

["(A )+ u(C )}+署"U(B)+U-D,,,,一-
11,几8

一一

U
.人了
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, , _ ! _ . "_ 口Zu
= 4n -nZ锐-U)+ 2九r九2丽 (0)+ 心嘴

a Z锐

a x 口梦
(0)+

O乃a一JO

-J了!l声4勺一
Jq几O口了.!子l!冲杂(0) + o (hs){二{3,oo ,"

这里 A , B , C , D 如图 2 所示.因此

丈(一 ,- 关(喋 +"1惋森十嵘 ,十"(! #,3,一

}关(一)豁沙:黔 hlhz 森+嵘 ,黔 ch3,#,3,一,elv ,!,1,# !
从 (36 )立刻看出

f , !口v 1 1

je又0一/-,厉+百关
, ., a Zu , . aZu
-/了丽 十/, /2赢丙

+!:杂)鬓一0, /#"几-#,, /鬓#Po -#, -37,所以从 B ralnble-- H ilbert引理得到

1 1 , !a勺 . I f , , , aZ牡 , . 口2牡

}je !0一0-)丽+ 百人又九I亦 + / -/2石而
即

f 匀", 1 产 力2 ,
I , ! O U 1 1 , _ t, o / 肠
1 1廿 一 U l )丈- = 一 二 I =几下二一二
I \ 一 一1 , 月 , q l ! .一i 月 , 2
J e o 工 J J " 一o x 山

将 (39 )对单元求和,并分部积分得到

+ h zh Z
a Z七

ax 如

+ /:导)豁卜e!3}#"3,"}#!1,1,#

+0:穿)豁+o1!3),#}3,""#"1,1,"(3")
五-一 ,鬓一万关-一 ,豁

一壹五-/-杂+ /!/2态 +!:蒜 )#+o(!3)}#,3,#,I
= o (人2)loI3llvll

这里用到周期边界条件和逆不等式.引理 3 得证.

引理 4 设 (x*, , *)定义如 (3).如果 v 1W -,OO 价)2,那么

(40)

,五!"(一"卜"(一,#)}#(一")d#d"卜Cv-/-,#/,2,,#,,"
证明 令 p -(#, #),坛= 1, 2 分别表示对第 葱个变元求偏导数, 有

1五-,(一",一,(#.,, -, /#(一/,d#d/}
!}五""(一")一"(一",,#(一",d#d"卜}五,(一",一,(一, #,,#-一,, / -,}
一}五丈-最"(二+#-一 0, /,d二-一/,由d0}+
I五关-最"(一, #+#-"一/0,d二-一/,d#d/}

一I关.五"1(二+#(一 ,,",-一 -,#-一/,d#d/d#I+
l关.五"(一"#+#(,一, #,,-,一, 0#(一/,d#d/d#I

(41)

三C vt}p{1}}"(-"至C vthl}"-}2}}v!}" (42)
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其中由变量替换有如下不等式

五"-(二+#(一 ,,,,d#d, -C五"呈-一,,d#d,三C,",-

五"-(一, #+#(,一, #))-#d,:C五, /(一,,d#d"兰C,;,-
在本节最后, 我们给出问题 (l) 的稳定性估计 17}.

引理 5 设 " 1石oo (o,T ;w k+ -,OO 价)),v 1 (石oo (o,T ;w k+ -,OO 牌)))2, 二"1万/(几) 和
f 1L Z(o, T ;H 无价)),那么

11011:二(",T ;二-)+ 沂 floll:2(",二;"*+:) - C (11二"}l二!+ Ilfll:2(",二;二!)) (43)

又如果 ""石OO (o,T ;w 4,co 价)), v "(五OO (o,T ;w 4,co 牌))) ., u""万3(")和 , "石, (o,T ;
H 3价))n H I(0, T ;L Z), 那么

!,口卢万-!-了健-

41匀44
夕了r.!了-.!

l}"}!二;(",二;"2)三C (}!uo11二s + }}f }i:2(",二;二3))

11夔.1;:-"二,2-"!!< e".}""}.,3+ }"f}";, -"二."2!+ }}李}";, -", ,;2!), .必 2 0七一脚,J .-一气/,)) 一一!.-一/ 0/一 0 ,J 0/一!L, 0 ./一0 0由 -, 0一!/, -./ 0

上述估计中的常数 C 只与 ", V 有关, 而与 : 无关.

主要结论

有了上述引理, 我们就可以得到本文的主要结果.

定理 i 假设a 任石co (o,T ;w 4,co (几)),v 1(五co (o,, ;w 4,oo (0)))2,""1万3(")和 , 1
乙2(o, T ;H 3("))n H -(o, , :石2),如果 "和 u !分别是 (4)和 (6)的解 , 那么有如下最优估计

n 18 X

0三忿"三T
11("一 "!)(#,亡, 川L:

三C v:(}}坳{}3 + }}f }1;:(",二;二")+

e 人2(,I""113 + I.fll:2(",二;二3))

这里常数 C 与 ", :, h , vt无关.

证明 首先 , 由引理 2 得到第二项的估计:

}!豁,,二(",T;一, .+
(46)

./一l#v-五"(一",-几,甲"-一;,-0,v/-一,1-0,-#d,l
:盖#v-./(#,-几),-+C#v-h-,,U, /一(",T;二#("))

然后给出第四项的估计.利用引理 4 我们只能得到 O (h) 的精度,

对 (42 )做分部积分:

(47)

为得到最优估计 0 (护),

pl(二* + "(二一x.),, , t卜1)6(二, , , t")d二d万d "

(l 一s)p , (二* + s(x 一x*), , , t"一1)V1 二(x , , , t")vts(x , , ,t")dxd , ds一

p(x* + s(二一x*), , ,亡"一1)8二(x ,, , t")dxd , ds

.翔了r为为了了厂r儿儿矛了尹.儿了

一一

三C vth}l"!}:二(",二;万2)!}口(#, t")日"一
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关-五"(二+#-一 ,,,,-n一, /#(一/,-几,d#d/d# (48)

其中由周期边界条件可知上述分部积分产生的边界项是 0

由于引理 3

关
又由于引理 4,

户(x , , ,艺"一1)8二(x , , , t")dxd , ds 三C hZlloll:一(",二;二3)川0(#,亡二)11" (49)

[户(x*+ s(x 一x*),, ,艺"一1)一户(x , , ,艺"一1)]0二(x ,夕,忿")dxd夕ds

川/.去
哺有飞.儿厂

-C v艺h}}"日:"(",二;二2)}0(#,亡")}1

-C v-日"11:二(",二;二2)}}0(#, t二)}}o

联立 (48 一50 )就得到第四项的估计 :

(50)

!几}三丈-五"1(二+#(一 ),一""一)(一 )"(一,,*几)d#d,d#卜
关.五"2(一"#+#("一, #),-几一)(!一"#)0(一",-n)d#dod#I

三C vtZhllull:一(",二;二2)lle(#, t")11"+ C vth2llo ll:二(",二;二3)140(#,忿")11"+

e vtZ1lu {I:二(",二;二2)日0(#, t")}10

三C vt110(#,t")11苦+ C v"h4lloll呈一(",二;二3)+ C vt3lloll至一(",二;"2)
这样, 联合 (16一19)(47)和 (51)就得到

{}o(#, "")1}2+ :v:10(#,t")}了

(51)

<竺 一旦全兰一 2

1

(日0(-,亡")11-+ 11口(一t"一-)11-, + 百/ v亡I口( ., t")i;+
月2 "

Cv-h-,,/,,至一(",二;二3)+C(v-,2,I蒜 -/呈2(!n一:#(/))+
e v*3Ilull至一(",二;112)+ C h-11二11孙l(:"一:,:";二2(")) (52)

将上式对 n = 1, , , Nl (三N )叠加, 消去相同的项 ,得到

110(#, -N,)11.+ :v-艺10(#, -")l圣

< C v亡艺一ro(#, -几)I}.+
几= 0

211011至一(",二;"2)+

J Z 二

C(v-).11滩11至2(",二,:2("))+
C v亡 e !411011至一(",二;二3)+
C 胡}训

2

H l(0 ,T ;H Z (n )) (53)

应用 G ro nw al l不等式即可得到

11011!一(",二;: #)+ 谚 101; #(",二;"1)
月2 ,

三-v-{,,莽 0/#(0,T,LZ-几,,+ 00.{/一(/,T;H0}+
C 入2{11011二, (",二;二2(")z+ 11二日俨 (",T;二3)}

:Cv*(.,一},3+日,.,一(",#;HZ,+.}黔-,一(",一),+
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C 入2(l,"01,3 + 1If日:2(",二;万3))

再联合 p 的估计 (7),从而完成了定理的证明.

定理 2 在定理 1 的条件下,有如下超收敛估计

谚l"一fl姜!"!l!2(",二;",)

三C v艺(日""l}3 + 1If l}:2(",T;"2)+

e hZ(1.""113 + 1lf ll;2(",二;二3))

(54)

.}纂,,一(",T;一, .+
(55)

这里常数 C 与二,:, h, vt无关, n鑫!是卯.3所定义的插值后处理算子#
证明 由 (10) 可知

n盆h"!一u = 11置!("!一",)+ (n置!"一u) (56)

由 (9) (54)有 ,

沂In置!("!一0, )};2(",T;二1)

三e 石 l"!一", };2(",二;"-)

三C vt(11""11: + I!fl!:2(",二;"2)+

e 入2(}lu "113 + I}f}!:2("t二;"3))
.,纂,,二(",T;一, .+

(57)

又由 (s) 有
N , , "

沂一n盖!"一"l!#(0,二;"1":C沂hZ{v-艺11"(#, -n)一I头3}/ -
n = 0

兰e 人211二11:2(",二;二3)

兰e 九2(日二"}}3 + {}f }}:2(",二;二s)) (58)

上面的常数 C 均不依赖于 ", h , vt和 E.

联合 (5 -58 )就得到定理 2 的证明.
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