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摘 要: 利用双线性元的积分恒等式, 给出了二维非定常对流占优扩散方程的特征

线有限元解和真解的一致误差估计, 并利用插值后处理算子给出了有限元解梯度的

一致超收敛估计, 即上述误差与 : 无关, 而仅与右端 f 和初值 tL "有关.

关键词: 双线性元;积分恒等式;一致误差估计;修正特征线法;插值后处理算子

1 导言

对流占优扩散方程来源于很多物理问题 [卜3>, 此类间题的分析和求解往往具有许多困难

[s] .近年来出现了很多求解此类方程的数值方法 , 特征线有限元法就是其中比较有效的一种,

它将对流项和时间导数合并, 将控制方程改写为不含对流项的抛物方程 (对称化), 再对其应

用有限元方法求解, 并允许使用较大的时间步长 间.相应的最优阶误差估计也已经得到 l0一司.
然而这些估计中的常数都依赖于小参数 :, 当 : 趋于 0 时, 这些估计就失效了, 于是 , 这些估

计尝试被改进为常数与 "无关的一致估计 阵7一0}. 本文利用积分恒等式, 给出了特征线双线

性元解的 : 一致最优估计, 并利用插值后处理算子 [0l , 得到了有限元解梯度的 : 一致超收敛

估计.

我们考虑如下模型问题:

/:+ V -#v 0一 /v #(/ v 0) = f, in 几x (0, T 8

"(#, 0) = /o, in 几 (1)

其中 几= (a ,句x (c,司, r 二a几为 n 的边界,v = (Vl , 巧)为速度场, "表示扩散系数 , 并且

满足 O < ami"三 "(x ,军, t)兰 "ma!< +二 , (二,, , t)任几x =o, T }, 参数 o < : << 1.问题 (1)满

足周期边界条件 , 这要求其系数也具有周期性.

2 预备知识

本节我们主要介绍特征线法和修正特征线法, 并给出将要用到的索伯列夫空间及其范数,

最后给出一种插值后处理算子.
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2.1 特征线法和修正特征线法

首先, 对时空 "x 阳,刘做一致剖分 (如图 l) , 空间上每个矩形单元边长分别是 Zhl 和

2h 2, 时间步长为 v云:二T /N #并假设 h l/h: 有一致的上下界, 记 h :二m ax (hl, hZ). 由于特征

线法使用时间步格式, 因此我们只需要在当前时间区间 眯"一:,纵}上定义该方法.这样当时间

层 纵一l 已知时, 就可以计算 振 上的解.

在特征线法中, 方程 (l) 中的时间导数和对流项被合并, 形成的特征线方向记作 , =

, (z , , , t), 这里

劝

和
a l

御 劝

由于近似求解时间层 纵二n vt 上的解,

来近似 , 这就是修正特征线法, 如下:

= (1 + }V !)-/2

a一即一巧叻
十

a一衡Vl一劝
十

a一次

从而考虑用沿近似特征线 ! (七x , , ,侃) 的向后差商

u"(x , y ,亡")+ V (x , , , t") #v "(x ,夕, t")

一,(一;,-n,会(一",-介,
"(x ,, , t")一"(x *, y*, t"一1) .

) 十
凸 t

二,, ,t")

*,, ., t"一;)

一 尹u .
t! ,(-)一劣.)-+ (! , (-)一, .)-+ (-一-n一-)-砰 d, 12)

J几厂,1一配

这里 ! (f) 和 x* ,犷(见下图 2)被定义如下:

! 1(t) = x 一Vl (x , , , t")(t"一t)

! 2(忿) = , 一碗(x , , ,亡")(t"一t)

.x* = ! 1(t"一:) / x 一V1 (x ,, , t")vt

, * = ! 2(t"一i) / , 一V2 (x ,, , -")vt (3)

一一一一丫丫丫丫
图 1 空间剖分 r ! 图 2 近似特征线 !

令 码 (卿 c H ,(卿 中的函数均满足周期边界条件.我们将 (2)带入 (l) , 两边乘以试探

函数 二(x,功E H去("), 再在 几上积分得到(l) 的特征线参考方程:

五"(x , , , t")一二(x -, , *, t"一1)
v t 二(x , , )dxd夕+
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a (x ,, , t)V "(x ,, ,艺")V 二(x , , )dxd,

f(x ,夕, t")"(x , , )dxd , 一众E(U,?, (4)

r六厂了."
刁去了月

由 (2)易知局部截断误差为:

E(一卜[?(#,")厂-J / / !工

x ,叭拓)

* ,, . ,t"一i)

!_ d Zu _
#了(! i(亡)一x*)z + (! 2(t)一, *)咨+ (t 一艺"一i)z丁二万d邝dx d y 又5)U 7 ~

然后, 在空间剖分 r !上可以构造双线性元空间:

凡(卿 = {: 任C( 卿 :叫"任Q :,Ve 任r, , v满足周期边界条件}

这里 Q !表示 x , , 的次数分别最高为 k 次的多项式集合.因此, 特征线法的离散形式为: 找

"!(#, #,t") 1凡价), 对于 n 二l, , , N , 使得: 对任意 w !(x , y) 1凡价)满足
(x , , ,艺")一u !(二*, , *,亡"一1)

"!(x , , )dxdy+

a (二, , ,艺")V "!(x ,军,云")V "!(二, , )dxd ,

f(x , , ,亡!)二!(x , , )dxd, (6)

试办刃

2. 2 时空范数

定义空间范数为

!艺几一": !#dXd,]蠢1 三 P < + co

0 < 0飞< 无

In a X

0 < 仃澳< 无
esssup }D m ">,
(x ,, ) 1n

P 一 + co

夕!丈1...!
一一

几p
瓦W刃

那么 W k,p价)= {"川vll"!,p(")< + oo }, 并简记 H k价) := W 无,2牌);H O价) :一L Z(fl )

对于上述定义的 Sobolev 空间 x , 引入带时间的 Sobo一ev 空I.ed =-0,:

w k,p(tl, tZ;X )

有范数如下 : 一{#川豁(#,")}!XoL#(-1,-2),0三m三/,-三;三oo,

{
!艺广!}佘}一灸d-{
刀乙= 0

1 三 P < + 印

!Iv}>w 几,p(tl,tZ;X )
n l a X

0 < , n < k

e SS Sll P

t1[云1,亡21
杂 (#, -)日X , p一co .

如果函数 试x , t)

叶二一l,亡"], 即对于

只在时间层 振 上有定义, 我们理解该函数 v 已经被常数扩展到时间区间

t任(t"一1, tol, v(x ,t)= v(x ,艺").于是我们可以引入离散范数:

7上 _ "丢
l乞 {Iv(一-性)11女v-8., 1三q< +co
1l l a 沉

0 < 几 < N
.1"(#,亡"川x , q 二 + co

了les沪!...!

一一

!J苦T X0了.!
q氏L勺

最后令 ", 任S !(卿 是 U 1 C (卿 的分片双线性插值 , 有如下的估计 11 -l

日vl 一v!l二;(")丛C hZ一/1Ivll二2("), Vv 任H Z(几),无= o, i

日v !{10 1(")+ 11"!11:一(")三C h一-11"!I!:2("),V "!任Sh (几) (7)
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这里以及后面的 C 都是常数, 只是在不同的地方可以代表不同的常数.

2 .3 插值后处理算子

现在将四个相邻的四边形合并成一个大的四边形 丁二u乳le, (见图 3), 在这个大四边形

上我们构造如下的插值后处理算子 n置!:C( 动*

n孟!"(及)= v(乙)

Q Z(二)19]

乞= 1 , , , 9

其中 乙 是四个小四边形的所有顶点 (见图 3).

图 3 单元 二

容易证明该插值算子n鑫!有如下性质:
(a)

}11;"二一v!,,二- C九3一-}}"J}3,二, vv 任万3(丁), l= o,l (8)

(b)

}n孟hv}l-,二三C 1Ivll-,, , l= o,1,2, vv 任欲 (9)

(e)

n盆!v, = n姜!v
其中 v, 任凡 是 "在小四边形上的分片双线性插值函数.

(10)

3 误差分析

下面我们就来分析特征线有限元解和真解的误差.令

e人:二 u 九一 u = u 入一 u , + u , 一 u = 0 一 P

其中 8 = "!一 / , ,户= tL 一ul #
(11)

在 (4) 中, 令 "(x , , ) = 二!(x , , ) 1战 (几), 再将 (6)减去 (4), 得到误差方程:

五二(一;,-n)m#(一,)d#d,+#v-五a(一,,-几,v二(一",-n,,m#(一",d#d"

一五二(一;一-几一,?#(一,,d#d"+E(一,我们将 (11) 代入上式 , 且令 w h(x ,功 一0( x , , ,坛), 然后将左边与 p 有关的项移至右边,

(12)如下 :

(12)

重写

五/2(一,,-几)d#d"+#v-五"-一",-几,,v /(一,,-n,,.d#d"



1 9 2 数 学 的 实 践 与 认 识 4 1卷

一五/(一".,-九一, /-一/,-几,d#d/+
#v-五"(一",-几)v"(一,,-n)v /(一,,-几)d#d;-
五"(二,, #,:几一)"(#,",艺")d#d"+
五"(一,,,九)"(#,",亡")d#d!+二(#,") (13)

下面考虑

(14)

因此第三 !

(13 )右端的第三 !四项 由于

p(x , , ,亡")一p(x*, , *, t"一1)

= p(x , y , t")一p(x , , , t"一l)+ p(x , y,亡"一1)一户(x*,夕*, t, 一, )

四项可以重写成如下两项

一五"(一,一-一)/(一",-几,d#d,+五, -一",-几)/(一,,-几)d圣d"
一五厂,1"-一/,-,d-/-一/,-几.d-d/+
五("(一,,-几一,一"(一,一-n一,, /(一",-几,d#d, (15)

将 (15 (13), 得到

-一,,-二,d#d"+#v-五a-一",-几,-v/(一",-n,,.d#d,
/-一,一-几一, /(一",-几,d#d"+#v-五a(一,,-几,v"-一!,-几,v/-一",-几,d#d,+

入护:自l代/.寿/r汀

五1,,,!(#,",!)d!"(#,",,")d二d,+
五(, -一,,-几一,一"(一"一-几一,, /(一",-几,d#d,+E(一/,

:一11 + 几 + 几 + 几 + 几

下面我们就来逐个估计 (16 )右端的五项:

(16)

}!一}五/(一,一-几一,0(一",-几,d#d,l
1 二_ !. 0 I f _" _

丛百11/(-, -几)11-+百左/-Lx一/一-牡一-)dx d/
日"(,, t")}}2+

1 + C v t

2
}}o(#,t"一, )1}/

lq11白

<一

其中利用 x* ,犷 的定义 (3), 以及变量替换的 Jac ob i行列式为 1 + O (vt) .这里常数 C

于 }}V }}:二(",二;w l,二(")2)#

(17)

依赖

.",一l五1一,,亡(一,,!,d!/(一-n,d#d,}
三e v"l!e(#,t")112+ C lloll升1(-"_1,"";:2("))

三c v川0( #,艺"川2十C h4}}川}
2

H l(云"一1 ,亡":H Z(")) (18)

又由 E 的表达式 (5):

}几}

三C(v-, 0,0(一-几)}},}异:
L Z(t"一!,t";L Z)
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_ , _ !二" _ . !"二d Z u . "三C凸-11/t一-几)11乞2+ C (v-)-日砰 l}乞2(-n一-0-/ .) (19)

在估计剩下的两项 几,几之前 , 先给出所需的引理.

2a;

几JJI几了厂.旧

4 一些引理

引理 1112] 对于 "任H 3

!!JJ!!..矛夕01.上22
矛IJ!了--!!

和 "任凡(卿 , 我们有

V ("一"I) #V "= O (h2)10 .3}v.l

引理 2 对于 a 任W l,co
, "任H 3(几)
甲(u 一u了)

和 v 任凡(卿 , 我们有

v "= o (九2)}}"}}3}v}1

证明 令 d 是 "

司已

在单元 "上的平均 , 即

:一, 典六j "闭d二m c a 占气e ) J e

!五"v-一 , #v#/二.
一,琴关反v(一 , #vVd二十万关(a一,v(一 , #vVd#,

!吸.产!J.口
322,自

r召.几!c矛吸!

三e 人2Iv}1(10 13 + 110 1}2)

三C 九2}1lo ll3lv}1

引理 3 =12 :设 "任H 3牌), 如果 v 1呱 ,

(u 一u , )xv

那么

二O (hZ)i}"日311"}{
九归厂

引理 4 设 (x* ,犷)定义如
.如果 V 任W l,OO 价)2, 那么

五,"(一"卜"(一"#)}#(一")d#-"}:Cv-/.}:!2!., (24)

证明 令 p -(#, #), i二l, 2 分别表示对第 坛个变元求偏导数 , 有

五!"-一,,一"-一, #,,#-一",d#d,}
五{, -一",一, -一,,}#-一,,d#d,卜,五!"(一,卜"(一,#)}#(一,)d#d,

p(x* + s(x 一x *), , )dsv(x , , )dxd , }+

p(x*, , * + s(, 一夕*))dsv(x ,夕)dxd,

户:(二*+ s(x 一x*),夕)(x 一x*)v(x, , )dxd, ds}+

pZ(x*, , * + s(, 一, *))(, 一, *)v(x , v)dxd, ds

1}"日"兰C vthl}"112日vl}"

产/却/.儿

(25)

/.肺九九厂

11]|,,矛-
<一一一一一<

其中由变量替换有如下不等式

五, -(二+ #(一 ),,,d#d;:C五硅-一,,d#d;-C-,,-
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在本节最后,

引理 5 设

五"-(一, #+#("一, #))d#d,:C五"/-一",d#d"三C,",-
我们给出间题 (l) 的稳定性估计 [7一5] .

"任五OO (o,T ;w /+, ,co (几)),v 任(五OO (o,T ;w k+ -,co (几)))., u"任万k(几)和
f 任L Z(0, T :H k(n )), 那么

11011俨 (",二;"!)+ 作 110 11:2(",二;"!+ ,)三C (11""11"!+ llf ll:2(",二;"*)) (26)

又如果a : 五co (o,T ;w 4,OO 牌)), v "(五OO (o,T ;w 4,co 价)))2, """万3脾)和了"L , (o,T ;

H 3牌))n H -(o, T ;L Z), 那么
!!,产!!尹卜7G凸q自q白口了.!了矛.!

}}"}}二:(",二;"2)三C (}}0o}}"3 + }{f}}:2(",二;二s))

和
J Z _. 才了

11砰 11/,(o,T, / .(几))圣-L11/0llH3十.IJ}l石.(0,T;H ,)一l!不11/ .(0,T;/,))

上述估计中的常数 C 只与 ", V 有关 , 而与 : 无关.

5 主要结论

有了上述引理 , 我们就可以得到本文的主要结果.

定理1 假设": :一(试:;w -,OO(")), v : (:一(o,:;w -,OO(")))2, ""任"3(")和
f 任L Z(0, T :H 3(fl ))门H l(0, T :L Z), 如果 二和 ", 分别是 (4)和 (6)的解, 那么有如下最优估计

1l la X

O 二艺"三T
>}(二一"!)(#, t")日:2 三C v亡(}}/o}!3 + 日f}}:2(o,二;"2)+

-人2(!}"01}3 + }}f }}:2(",二;二3))

爵-,一(",一, .+
(29)

这里常数 C 与 二,: , h , v艺

证明 首先, 由引理 2

}口 =

无关.

得到第二项的估计:

#v-五a-一!,-几,v"(一",-几,v/-一,,-几,d#d"1

三百i

然后给出第四项的估计.

对 (25 )进一步展开得到

v-10(#,t")l圣+ C:vth4lloll呈一(",T;"3(")) (30)

利用引理 4 我们只能得到 O (h) 的精度, 为得到最优估计 o( 护),

户:(x* + s(x 一x*),夕, t"一1)8(x , , "艺")dxd, ds

(1 一s)户1(x* + s(二一x*), , , t"一1)V1 二(x ,夕,艺")v忿8(x , , , t")d二d夕ds+

户二(x*+ s(x 一x*),夕,艺"一1)8(x , , ,艺")dxd夕ds

/.九无九了了户月/.儿2.九儿了产

一一

!.1了!.1产q11白O3nZ口!!了-.!

三C v艺hl}"1}:二(",二;"2)日e(#, t")}}o+

关-五"#(二+#(一 ,, !,!几一, /(一/,!几.d#d/d#
由引理 3, 有

关-五"#(一,,!几一)/(一",亡几)d#d!d#三C/./,#,,一(",一),,/(一,,,"
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又由分部积分和引理 4 , 有

丈-五

一芜-派

[p(x* + s(x 一x*), y ,艺"一l)一p(x , , , t"一1)l二8(x , , , t")dxd, ds

[户(x* + s(x 一x*), , ,t"一1)一p(x , , ,t"一l):0二(x , , ,t")dxd , ds

三c vth >}"日;二(",二;二2)}0(#, t")}l

三C vt11"}!:co (",二;二2)}}0(#, t")日"

联立 (31 一33 )就得到第四项的估计:

(33)

";}:,丈-五
1丈-五

"1(二+#(一 ),","n一)(一)/(一,,-#)d#dod#1+
"2(一, #+#(,一, #),-"一)(,一"#)/(一,,-n)d#-;d#,

三C vtZh llu ll:二(",二;二2)Ile(#, t")日"+ C v云hZI!"11:一(",T;二3)lla(#, t")11"+

c vtZ1Iull: !(",二;二2)lle(#, t")!10

-C vt110(#,t")11苦+ C vth4I!ull至一(",二;二3)+ C v-31}!11呈一(",T;"2) (34)

这样, 联合 (16一19)(50)和_(34)就得到

}{8(#,多"川
l + C v t

2

2+ :vt10(#, , ")I圣

(110(#,t")11/ + 110(#, t"一1)112 vt10(#, -")I圣+乙

1一占O曰

+

J 2 .

Cv-h-1IUll至一(",T;二3)+ -v-,l}莽11呈2(!"一,!n,:2)+
e v亡31!"1一至一(",二;"#)+ Ch -l}"11乳!(""一1,:";"#)

将上式对 "= 1, , , Nl (三N )叠加, 消去相同的项 , 得到

(35)

110(#, -!l)112+:v-艺10(#, -")}爹

三C v-艺 j10(#, -")日2+ C v-2,.穿,,至2(",一,+
C vtZ{1011呈一(",二;"2)+ C h4Itol}至一(",T;"3)+

C钧 }训
2

H l (0 ,T ;H Z) (36)

应用 G ro ~ n 不等式和引理 5 即可得到

1Iell!一(",二;:2)+ 而 10{-2(",二;二1)
月 2 .

~ , . 气通 U - .

三C v-土11砰 1IL .(",T,LZ("))+ 11/ 11L一(",T;H .)}+
e九2{110 11二1(",二;"2("))+ I}二11:一(",二;二3)}

:ev"(.}一}一+:,.!二(",一,+日豁.,(",一),+
e 九2(11""11: + 日f 11:2(",T;二3))

再联合 p 的估计 (7), 从而完成了定理的证明.

(37)
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定理 2 在定理 1 的条件下 , 有如下超收敛估计

沂l"一fl置!二!l!2(",二;"1)三C vt(}}"0113+ llfIJ:2(",二;二#)+

-九2(11""113 + 1If!}:2(",二;二3))
川纂,,一(",一, .十

(38)

这里常数C 与二,:, h, vt无关, n兰!是第2.3节所定义的插值后处理算子,

证明 由 (10) 可知

n呈, "!一"一n兰!("!一", )+( n孟!"一司 (39)

由 (9) (37)有,

沂111兰!("!一", )1!:(",二;二1)三C作l/ !一/, 1!2(",二;"1

三e v:(11""}13 + .If >l:2(",二;"2)+

e hZ(I!""1.3 + I}f }}:2(",二;二3))

二d了.
}l石 11/ .(0,T -/ .))+

(40)

又由 (s) 有
2.了了一.二

!..!l产
沂}n氛二一"峨 ",T;Hl)三C谚护{v-艺11二(#, -")11升3

三e 入2}}"{!!2(",二;"3)

三C 人2(11""113 + 1If}!;2(",二;"3)) (41)

上面的常数 C 均不依赖于 ", h , v亡和 :.

联合 (39 一41 )就得到定理 2 的证明.
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