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� 基圈数为 5的 2-连通平图的构造

杨 维 玲　　金贤 安
(厦门大学数学系, 福建 厦门 361005)

摘　要　所有的 2-连通平图可通过收缩 2 度点变换成无 2 度点的、基圈数不变的 2-连通平图.

本文给出了基圈数为 5的、无 2 度点的所有 2-连通平图.
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1　介绍与记号
任一个 2-连通平图 G,若含 2度点,设为 A ,并设 AB、AC 是与 A 关联的边,去掉点A 及边

AB、边 AC, 并加上边 BC, 称为收缩点 A ,通过不断收缩 2度点可得到一个与原图基圈数相同

的、无 2度点的 2-连通平图,记为 R( G) ,并称之为 G的约化(简称为 R 图) . 这样 2-连通平图

可依其约化图进行分类. 这种分类方式在纽结理论、统计物理中都有应用. 纽结的投影图与

符号平图一一对应, 若将符号平图按上述方法分类, 即得到纽结投影图的一个分类, 且同一类

纽结的 Kauffman括号多项式可由代表该类的 R 图的链多项式统一表示 [ 1] . 在统计物理中,某

些模型的配分函数等于对它们的 R 图的赋权的求和. 基圈数不大于 5的R 图在[ 3] 中已用计

算机搜索过, 但正如人们一直在寻求四色定理的可以理解的证明一样,人们仍然期望对[ 3] 中

的结果给出一个可以理解的证明,其中基圈数小于 5的情况容易验证其正确性,本文仅给出基

圈数为 5的 R 图的一种不借助计算机的可以理解的数学构造法.

本文记 p = �V ( G ) � , q = �E ( G) � , k( G) = G的分支数, n( G) = p - q + k( G)

2　定义与引理
先说明 n( G) = 5的 R 图可从 n( G) = 4的 R 图得来. 首先我们需要几个概念与引理:

定义 1　2-连通图 G 中的一条边 �称为必要的,如果 G - �不是 2-连通的.

定义 2　2-连通图 G 称为极小的, 如果 G 中的每条边都是必要的.

引理 1[ 2]　若 G 是极小的 2-连通图,且 �V ( G ) � = p ,则 G中至少有( p + 4) / 3个 2度顶

点.

任一个n = 5的R图H ,由定义可知H 无 2度点,根据引理1, H 不是极小的, 设�是H 的
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非必要边,则 H - �仍是 2-连通的,且 n( H - �) = 4. 由于收缩2度点的过程不改变 2-连通

性及基圈数,故R ( H - �) 是n = 4的 2-连通平图. 该过程可理解为任一 n = 5的R图都可由

n = 4的 R图通过加一个 ear 得到. 加 ear 的方式有三种:

( 1) 取两条边( i)、( j ) , 在边上分别插入一个新顶点, 并用一边连接两新顶点. 记为 G +

ear( ( i) , ( j ) )

( 2) 取一边( i)、一顶点 j , 在边上插入一新顶点, 并用一边连接新顶点与 j . 记为 G +

ear( ( i) , j )

( 3) 取两个顶点 i、j ,并用一边连接 i, j . 记为 G + ear ( i, j )

引理 2[ 2]　设 G是 2-连通图, 则边 �= xy 是 G 的一条必要的边,当且仅当G - �没有同
时包含 x 和 y 的圈,即 �不是 G 中任何圈的弦.

引理 3　G 与 G
*
同构, H 与 H

*
同构.

证明　只须令 1与 5* , 2与 6* , 3与 1* , 4与 2* , 5与 3* , 6与 4* 对应即可得 G 与 G
* 同

构.

只须令 1与 7
*
, 2与 2

*
, 3与 3

*
, 4与 4

*
, 5与 5

*
, 6与 8

*
, 7与 6

*
, 8与 1

*
对应即可得H

与 H
* 同构.

引理 4　若图 G 含与一两重边关联的 3度点,设该点为 1,与之关联的边( 1) , ( 2) , ( 3) , 与

之相邻的点为 2, 3, 如下面第一个图所示, 则( 1) G + ear( ( 1) , 3) 与 G + ear( ( 2) , 3) 同构,

( 2) G + ear ( ( 2) , ( 3) ) 与 G + ear ( ( 1) , ( 2) ) 同构.

证明　( 1) 分别给 G + ear( ( 1) , 3) 和 G + ear( ( 2) , 3) 各顶点一个标号: 原有点的标号

在 G + ear( ( 1) , 3) 中保持不变, ( 1) 边上的新点标为 0,原有点的标号在 G + ear( ( 2) , 3) 加

* , ( 2) 边上的新点标为 0* . 则只须令 0与 1* , 1与 0* , i与 i
* ,任意的 i � 2对应即可得 G +

ear( ( 1) , 3) 与 G + ear( ( 2) , 3) 同构.

( 2) 给G + ear( ( 2) , ( 3) ) ( resp: G + ear ( ( 1) , ( 2) ) ) 各顶点一个标号:原有点的标号在G

+ ear( ( 2) , ( 3) ) 不变( resp: G + ear( ( 1) , ( 2) ) 中加 * ) , ( 2) 边上的新点在 G + ear( ( 2) ,

( 3) ) 标为 0( resp: G + ear( ( 1) , ( 2) ) 中标为 0
*
) , ( 3) 边上的新点在 G + ear( ( 2) , ( 3) ) 标为

- 1( resp: G + ear( ( 1) , ( 2) ) 中( 1) 边上的新点标为 - 1* ) ,则只须令1与- 1* , 0与 0* , -

1与 1
*
, i与 i

*
,任意的 i � 2对应,即可得 G + ear ( ( 2) , ( 3) ) 与 G + ear( ( 1) , ( 2) ) 同构.

引理5　若图 G含3度点, 且三个不同的点与之相邻,设该点为1,与之关联的边( 1) , ( 2) ,

( 3) ,与之相邻的点为 3, 4, 2,如下面第一个图所示,则 G + ear( ( 1) , 2) 与 G + ear ( ( 2) , 2) 同

构.
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　　证明　给 G + ear( ( 1) , 2) ( resp: G + ear ( ( 2) , 2) ) 各顶点一个标号:原有点的标号在

G + ear ( ( 1) , 2) 不变( resp: G + ear( ( 2) , 2) 中加* ) ,新点在G + ear( ( 1) , 2) 标为 0 ( resp:

G + ear ( ( 2) , 2) 中0
*
) ,只须令0与1

*
, 1与0

*
, i与 i

*
, 任意的 i � 2对应, 即可得G + ear( ( 1) ,

2) 与 G + ear( ( 2) , 2) 同构.

引理 6　若图 G含一个两端都是3度点的二重边,如下面第一个图所示, 则G + ear( ( 1) ,

( 1) ) 与 G + ear ( ( 3) , ( 4) ) 同构.

证明　给G + ear ( ( 1) , ( 1) ) ( resp: G+ ear ( ( 3) , ( 4) ) ) 各顶点一个标号:原有点的标号

在 G + ear( ( 1) , ( 1) ) 不变( resp: G + ear( ( 3) , ( 4) ) 中加 * ) , 新点标号如图所示. 只须令 1

与 0
*
, 0与 1

*
, - 1与 2

*
, 2与 - 1

*
, i与 i

*
,任意的 i � 3对应,即可得 G + ear( ( 1) , ( 1) ) 与

G + ear ( ( 3) , ( 4) ) 同构.

3　定理与证明
定理 1　n = 5的R 图在同构的意义下只有以下111种: R1

( 0)⋯R
10
( 0) ; R

1
( 1)⋯R

24
( 1) ; R 1

( 2)⋯R
41
( 2) ;

R
1
( 3)⋯R

30
( 3) ; R1

( 4)⋯R
6
( 4) . 其中R

j
( i) , i表示该图有 i个重边, j 表示该图在本组中的编号. (这111个

图附在文末)

证明　前面已说明 n = 5的 R 图可由n = 4的 R图加 ear 得到. 这里利用[ 3] 中得到的

n = 4的 R图(如下图所示) 构造n = 5的R 图. 由R 图的定义知 q � 3p / 2, p = q + 1 - n �
3p / 2 + 1 - 5,故 p � 8. 当两个图的顶点数或者重边的个数或者重边的重数不同时,两图显然

不同构, 故在证明这 111个图不同构时只须说明同下标、同顶点数、同样的重数时两个图不同

构即可. 以下说到的图中圈的个数特指底图的圈的个数.

F igure 1　R 1, R2 , R3, R4, R5 , R6 , R7, R 8, R9 , R10 , R11, R12 , R13 , R14, R 15, R16
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1: p = 1时, q = 5:这样的图有割点,不满足 R 图定义.

2: p = 2时, q = 6:由 R1按第三种加 ear 方式得到,即 R1 + ear ( 1, 2) = R
1
( 1)

3: p = 3时, q = 7:

( 1) 由 R1按第二种加 ear 方式得到,由于五条边对称,两个点也对称, 所以只需考虑 R1 +

ear( ( 5) , 1) = R
1
( 2)

( 2) 由 R2 按第三种加 ear 方式得到, 由于三个点对称, 所以只需考虑 R2 + ear ( 1, 2) =

R
1
( 3)

由 R3按第三种加 ear 方式得到,只需考虑R 3 + ear ( 1, 2) = R
2
( 2) , R 3 + ear ( 1, 3) , R3 +

ear( 2, 3) ,后两图如下图所示,由引理 2可知图中标 * 号的边非必要,去掉 * 边后得到 R1和

R2 ,从而 R3 + ear ( 1, 3) 同构于 R1 + ear( ( 5, 1) = R
1
( 2) , R 3 + ear ( 2, 3) 同构于R 2 + ear ( 1,

2) = R
1
( 2) .

F irure 2　R3 + ear ( 1, 3) , R3 + ear( 2, 3)

注　以下证明某一新得到的图与某一已考虑过的图同构时, 与此类似, 不再详细阐述,只

用 * 号标出非必要边.

故 p = 3, n = 5的 R 图有: R1
( 2) , R2

( 2) , R1
( 3)

4: p = 4时, q = 8.

( 1) 由 R8 按第三种加 ear 方式得到, 由于对称, 只需考虑 R8 + ear( 1, 4) = R
3
( 2) , R8 +

ear( 1, 2) = R
2
( 3) , R8 + ear( 1, 3) = R

4
( 2) , R8 + ear( 2, 3) = R

5
( 2) .

由 R7按第三种加 ear 方式得到,由于对称,只需考虑 R7 + ear( 1, 2) = R
3
( 3) , R7 + ear ( 1,

4) , R7 + ear ( 1, 3) = R
4
( 3) , R7 + ear ( 3, 4) = R

1
( 4) .

由 R6按第三种加 ear 方式得到,由于对称,只需考虑 R6 + ear( 1, 3) = R
6
( 2) , R6 + ear ( 1,

4) , R6 + ear ( 1, 2) , R6 + ear ( 2, 4) = R
5
( 3) .

由 R5按第三种加 ear 方式得到,由于对称,只需考虑 R5 + ear( 1, 4) = R
7
( 2) , R5 + ear ( 1,

3) = R
6
( 3) , R5 + ear( 2, 4) = R

8
( 2) , R 5 + ear ( 3, 4) .

由R4按第三种加 ear 方式得到,由于对称,只需考虑 R4 + ear ( 1, 4) , R4 + ear ( 1, 3) , R4

+ ear( 3, 4) , R4 + ear( 2, 3) = R
2
( 1) .

　　Figure 3　 R7 + ear ( 1, 4) , R6 + ear ( 1, 4) , R6 + ear ( 1, 2) , R5 + ear( 3, 4) ,

R4 + ear ( 1, 4) , R4 + ear ( 1, 3) , R4 + ear ( 3, 4)
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( 2) 由 R3按第二种加 ear 方式得到,在 R3 + ear ( ( i) , j ) 中, 由引理2, ( 1)、( 2)、( 3) 中至

少一条为非必要边,故 R3 + ear ( ( i) , j ) 同构于某一已考虑过的图.

由 R2按第二种加 ear 方式得到,在R2 + ear( ( i) , j ) 中, 由引理 2, ( 1)、( 2)、( 3)、( 4)、( 5)、

( 6) 中至少一条为非必要边,故 R 2 + ear ( ( i) , j ) 同构于某一已考虑过的图.

( 3) 由 R1 按第一种加 ear 方式得到, 由于对称只需考虑 R1 + ear ( ( 1) , ( 1) ) 和 R1 +

ear( ( 1) , ( 2) ) , 在R1 + ear ( ( 1) , ( 1) ) 和R1 + ear ( ( 1) , ( 2) ) 中由引理2, ( 3)、( 4)、( 5) 中至少

一条为非必要边, 故 R1 + ear( ( 1) , ( 1) ) 和 R 1 + ear ( ( 1) , ( 2) ) 同构已考虑过的图.

考虑重数及度序列可得 R
3
( 2)⋯R

8
( 2) , R

2
( 3)⋯R

6
( 3) 不同构.

故 p = 4, n = 5的 R 图有: R
2
( 1) , R

3
( 2)⋯R

8
( 2) , R

2
( 3)⋯R

6
( 3) , R

1
( 4)

5: p = 5时, q = 9:

( 1) 由 R12按第三种加 ear 方式得到,由于对称, 只需考虑 R12 + ear ( 1, 5) = R
7
( 3) , R 12 +

ear( 1, 4) = R
8
( 3) , R12 + ear( 2, 5) = R

9
( 3) , R12 + ear( 3, 5) = R

10
( 3) , R12 + ear( 4, 5) = R

2
( 4) ,

R12 + ear ( 3, 4) = R
11
( 3) .

由 R11按第三种加 ear 方式得到,考虑R 11 + ear( 1, 5) , R11 + ear ( 1, 2) , R11 + ear ( 1, 4)

= R
12
( 3) , R11 + ear ( 1, 3) = R

9
( 2) , R11 + ear ( 2, 5) = R

10
( 2) , R11 + ear( 4, ( 5) ) = R

11
( 2) , R11 +

ear( 3, 5) = R
12
( 2) , R11 + ear( 2, 4) = R

13
( 2) , R11 + ear( 2, 3) = R

14
( 2) , R11 + ear( 3, 4) = R

13
( 3) .

由 R10按第三种加 ear 方式得到,由于对称, 只需考虑 R10 + ear ( 1, 5) , R 10 + ear( 1, 2) ,

R10 + ear ( 1, 4) = R
15
( 2) , R10 + ear ( 1, 3) = R

3
( 1) , R 10 + ear( 2, 4) = R

4
( 1) , R10 + ear ( 2, 3) =

R
16
( 2) , R10 + ear ( 3, 4) = R

5
( 1) .

由 R9按第三种加 ear 方式得到,由于对称,只需考虑 R9 + ear( 1, 5) = R
6
( 1) , R9 + ear ( 2,

5) , R9 + ear ( 3, 5) = R
1
( 0) .

　　　Figure 4　 R11 + ear( 1, 5) , R11 + ear( 1, 2) , R 10 + ear ( 1, 5) ,

R10 + ear( 1, 2) , R9 + ear( 2, 5)

( 2) 由R8按第二种加 ear方式得到,在R8 + ear ( ( i) , j ) 中,由引理2, ( 2)、( 3)、( 4) 中至少

一条为非必要边, 故 R8 + ear( ( i ) , j ) 同构于某一已考虑过的图.

由 R7按第二种加 ear 方式得到,在 R7 + ear ( ( i) , j ) 中,由引理 2, ( 1)、( 2) 中至少一条为

非必要边,故 R7 + ear ( ( i) , j ) 同构于某一已考虑过的图.

由 R6按第二种加 ear 方式得到,由引理 2, R6 + ear ( ( i) , j ) , i≠ 4下, ( 4) 为非必要边,故

R6 + ear( ( i ) , j ) , i≠4同构于某一已考虑过的图. 由于对称,只需再考虑R6 + ear( ( 4) , 1) ,

R6 + ear( ( 4) , 2) = R
14
( 3) .

由R5按第二种加 ear方式得到, 由引理2,在R5 + ear ( ( i) , j ) , j = 2或 j = 3下, ( 1)、( 2)、

( 4)、( 5) 中至少一条为非必要边,故 R5 + ear( ( i) , j ) , j = 2或 j = 3同构于某一已考虑过的

图. 由于对称, 只需再考虑R5 + ear ( ( 3) , 1) = R
15
( 3) , R5 + ear( ( 6) , 1) = R

17
( 2) , R5 + ear( ( 1) ,
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1) , R5 + ear( ( 3) , 3) , R5 + ear( ( 6) , 3) , R5 + ear( ( 2) , 3) . 其中由引理 4( 1) 得 R5 +

ear( ( 1) , 1) 与 R5 + ear ( ( 6) , 1) = R
17
( 2) 同构.

由 R4按第二种加 ear 方式得到,在 R4 + ear( ( i) , j ) 中,由引理 2, ( 5)、( 6) 中至少一条为

非必要边,故 R4 + ear ( ( i) , j ) 同构于某一已考虑过的图.

　　　Figure 5　 R6 + ear( 4, ( 1) ) , R5 + ear ( 1, ( 1) ) , R 5 + ear ( 3, ( 3) ) ,

R5 + ear( 6, ( 3) ) , R5 + ear ( 2, ( 3) )

( 3) 由R3按第一种加 ear方式得到, 在R3 + ear( ( i) , ( j ) )中,由引理2, ( 1)、( 2)、( 3)、( 4)、

( 5) 中至少一条为非必要边,故 R 3 + ear ( ( i) , ( j ) ) 同构于某一已考虑过的图.

由 R2按第一种加 ear 方式得到,在 R 2 + ear( ( i) , ( j ) ) 中, 由引理 2, ( 1)、( 2)、( 3)、( 4)、

( 5)、( 6) 中至少一条为非必要边,故 R 2 + ear ( ( i) , ( j ) ) 同构于某一已考虑过的图.

考虑重数及度序列,再考虑重边两个端点的度可得 R
3
( 1)⋯R

6
( 1) 不同构. 先考虑重数及度序

列,再考虑几个重边是否在 3圈中、3圈的个数及两个 3圈的关系可得 R
9
( 2)⋯R

17
( 2) . 先考虑重数

及度序列,再考虑是否含 3圈、3圈中含几个重边、3个重边的关系可得 R
7
( 3)⋯R

15
( 3) 不同构.

故 p = 5, n = 5的 R 图有: R
1
( 0) , R

3
( 1)⋯R

6
( 1) , R

9
( 2)⋯R

17
( 2) , R

7
( 3)⋯R

15
( 3) , R

2
( 4)

6: p = 6时, q = 10

( 1) 由 R16按第三种加 ear 方式得到,由于对称, 只需考虑 R16 + ear ( 1, 2) = R
3
( 4) , R 16 +

ear( 1, 3) = R
16
( 3) , R16 + ear( 1, 4) = R

17
( 3) , R 16 + ear ( 1, 5) , R16 + ear ( 1, 6) = R

18
( 3) . 由引理

3( 1) 得 R16 + ear( 1, 5) 同构于 R 16 + ear ( 1, 3) = R
16
( 3) .

由 R15按第三种加 ear方式得到,由于对称,只需考虑R15 + ear ( 1, 2) = R
18
( 2) , R15 + ear ( 1,

5) = R
19
( 2) , R15 + ear( 1, 4) = R

20
( 2) , R15 + ear ( 1, 6) = R

19
( 3) , R15 + ear ( 1, 3) = R

21
( 2) , R 15 +

ear( 3, 6) = R
20
( 3) .

由 R14按第三种加 ear 方式得到, 由于对称,只需考虑R 14 + ear ( 1, 2) = R
22
( 2) , R14 + ear ( 1,

6) = R
23
( 2) , R14 + ear( 1, 5) = R

7
( 1) , R14 + ear ( 3, 6) = R

8
( 1) , R14 + ear ( 5, 6) = R

24
( 2) , R 14 +

ear( 4, 6) = R
9
( 1) , R14 + ear( 4, 5) = R

10
( 1) .

由 R13按第三种加 ear 方式得到, 由于该图是点传递的, 故只需考虑 R 13 + ear ( 3, 6) =

R
11
( 1) , R13 + ear ( 2, 6) = R

2
( 0) , R13 + ear ( 1, 6) = R

12
( 1) .

( 2) 由R 12按第二种加 ear方式得到,由引理2,在R12 + ear ( ( i) , j ) , j = 2或j = 5下, ( 1)、

( 2)、( 3)、( 4) 中至少一条为非必要边, 故R12 + ear ( ( i) , j ) , j = 2或 j = 5同构于某一已考虑

过的图. 由于对称只需再考虑 R12 + ear ( ( 1) , 1) = R
21
( 3) , R12 + ear ( ( 7) , 1) = R

25
( 2) , R12 +

ear( ( 5) , 1) , R12 + ear( ( 1) , 4) = R
26
( 2) , R12 + ear( ( 4) , 4) = R

27
( 2) , R12 + ear( ( 7) , 4) = R

22
( 3) ,

R12 + ear( ( 5) , 4) = R
4
( 4) , R12 + ear( ( 6) , 4) . 由引理 4( 1) 得 R12 + ear ( ( 5) , 1) 与 R12 +

ear( ( 1) , 1) = R
21
( 3) 同构, R12 + ear( ( 6) , 4) 与 R12 + ear ( ( 7) , 4) = R

22
( 3) 同构.
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由 R11按第二种加 ear 方式得到, 由引理2, R 11 + ear ( ( i) , 5) 下, ( 4)、( 5) 中至少一条为非

必要边,故R11 + ear ( ( i) , 5) 同构于某一已考虑过的图. 再由引理2, R11 + ear ( ( i) , 1) , 在 i≠

2下, ( 2) 为非必要边, 故 R11 + ear( ( i ) , 1) ,在 i≠ 2下同构于某一已考虑过的图. 再考虑 R11

+ ear( ( 2) , 1) = R
23
( 3) , R11 + ear( ( 1) , 2) , R 11 + ear ( ( 3) , 2) , R11 + ear( ( 8) , 2) = R

28
( 2) , R11

+ ear ( ( 4) , 2) = R
13
( 1) , R11 + ear ( ( 6) , 2) , R11 + ear ( ( 2) , 2) , R 11 + ear( ( 1) , 4) = R

29
( 2) , R11

+ ear ( ( 3) , 4) , R11 + ear ( ( 8) , 4) , R 11 + ear( ( 4) , 4) , R11 + ear( ( 6) , 4) = R
14
( 1) , R11 +

ear( ( 1) , 3) , R11 + ear ( ( 3) , 3) = R
30
( 2) , R11 + ear( ( 8) , 3) , R11 + ear( ( 4) , 3) , R11 +

ear( ( 6) , 3) , R11 + ear( ( 2) , 4) = R
24
( 3) , R11 + ear ( ( 2) , 3) . 其中由引理 4得 R11 + ear( ( 6) ,

2) 与 R11 + ear ( ( 8) , 2) = R
28
( 2) 同构, R11 + ear( ( 4) , 4) 与R11 + ear ( ( 1) , 4) = R

29
( 2) 同构, R11

+ ear ( ( 6) , 3) 与 R11 + ear ( ( 3) , 3) = R
30
( 2) 同构. 由引理 5得 R11 + ear ( ( 3) , 4) 与 R11 +

ear( ( 1) , 4) = R
29
( 2) 同构.

由R10按第二种加 ear方式得到,由引理2, 在R 10 + ear ( ( i) , 1) , i≠3下, ( 3) 为非必要边,

故 R11 + ear( ( i) , 1) , i≠ 3下同构于某一已考虑过的图. 由引理 2,在R 10 + ear ( ( i) , 5) , i≠

5下, ( 5) 为非必要边,故在R10 + ear ( ( i) , 5) , i≠5下同构于某一已考虑过的图. 由引理2,在

R10 + ear ( ( i) , 3) 下, ( 7)、( 8) 中至少一条为非必要边,故R10 + ear( ( i) , 3)同构于某一已考虑

过的图. 由对称性只需再考虑R10 + ear( ( 3) , 1) , R 10 + ear ( ( 2) , 2) , R10 + ear( ( 4) , 2) , R10

+ ear( ( 3) , 2) , R10 + ear( ( 7) , 2) = R
3
( 0) , R 10 + ear ( ( 6) , 2) , R10 + ear( ( 2) , 4) = R

15
( 1) , R10

+ ear( ( 4) , 4) , R10 + ear ( ( 5) , 4) , R10 + ear( ( 7) , 4) , R 10 + ear ( ( 6) , ( 4) . 由引理 5, R10 +

ear( ( 4) , 4) 与 R10 + ear ( ( 2) , 4) = R
15
( 1) 同构.

由 R9按第二种加 ear 方式得到,由于对称只需考虑 R9 + ear ( ( i) , 1) 和R 9 + ear ( ( i) , 5) .

故 R9 + ear( ( i ) , 5) , i≠ 2下, ( 2) 为非必要边,故R9 + ear ( ( i) , 5) , i≠2同构于某一已考虑

过的图. 从而只需再考虑 R9 + ear ( ( 2) , 5) , R 9 + ear ( ( 2) , 1) , R9 + ear( ( 1) , 1) = R
4
( 0) .

F igure 6　 R12 + ear ( ( 5) , 1) , R12 + ear( ( 6) , 4) , R11 + ear( ( 1) , 2) , R11 + ear ( ( 3) , 2) ,

R11 + ear( ( 6) , 2) , R11 + ear ( ( 2) , 2) , R11 + ear( ( 3) , 4) , R11 + ear ( ( 8) , 4) ,

R11 + ear( ( 4) , 4) , R11 + ear ( ( 1) , 3) , R11 + ear( ( 8) , 3) , R11 + ear ( ( 4) , 3) ,

R11 + ear( ( 6) , 3) , R11 + ear ( ( 2) , 3) , R10 + ear( ( 3) , 1) , R10 + ear ( ( 2) , 2) ,

R10 + ear( ( 4) , 2) , R10 + ear ( ( 3) , 2) , R10 + ear( ( 6) , 2) , R10 + ear ( ( 4) , 4) ,

R10 + ear ( ( 5) , 4) , R10 + ear( ( 7) , 4) , R10 + ear( ( 6) , 4) , R9 + ear ( ( 2) , 5)
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( 3) 由R8按第一种加 ear方式得到,在R8 + ear ( ( i) , ( j ) ) 中,由引理2, ( 2)、( 3)、( 4) 中至

少一条为非必要边,故 R8 + ear ( ( i) , ( j ) ) 同构于某一已考虑过的图.

由 R7按第一种加 ear方式得到, 在R7 + ear( ( i) , ( j ) ) , ( i, j ) ≠ ( 1, 2) 下, 由引理2, ( 1)、

( 2) 中至少一条为非必要边, 故R7 + ear( ( i) , ( j ) ) , ( i, j ) ≠ ( 1, 2) 下同构于某一已考虑过的

图. 故只需再考虑 R7 + ear( ( 1) , ( 2) ) .

由 R6按第一种加 ear方式得到, 在R6 + ear( ( i) , ( j ) ) , ( i, j ) ≠ ( 2, 3) 下, 由引理2, ( 2)、

( 3) 中至少一条为非必要边,故R6 + ear ( ( i) , ( j ) ) , ( i, j ) ≠ ( 2, 3) 下同构于某一已考虑过的

图. 故只需再考虑 R6 + ear( ( 2) , ( 3) ) .

R5按第一种加 ear 方式得到,在R5 + ear ( ( i) , ( j ) ) , ( i, j ) ≠ ( 1, 2) 下,由引理2, ( 1)、( 2)

中至少一条为非必要边,故 R5 + ear ( ( i) , ( j ) ) , ( i , j ) ≠ ( 1, 2) 下同构于某一已考虑过的图.

故只需再考虑 R 5 + ear ( ( 1) , ( 2) ) .

由 R4按第一种加 ear 方式得到,在 R4 + ear ( ( i) , ( j ) ) , ( i , j ) ≠ ( 6, 7) 下, 由引理 2, ( 6)、

( 7) 中至少一条为非必要边,故 R 4 + ear ( ( i) , ( j ) ) , ( i, j ) ≠ ( 6, 7) 下同构于某一已考虑过的

图. 故只需再考虑 R4 + ear( 6, 7) .

　　Figure 7　 R9 + ear ( ( 2) , 1) , R7 + ear( ( 1) , ( 2) ) , R 6 + ear ( ( 2) , ( 3) ) ,

R5 + ear ( ( 1) , ( 2) ) , R4 + ear ( ( 6) , ( 7) )

考虑两个四度点是否相邻可得R
3
( 4) 与R

4
( 4) 不同构. 从有无5度点及两个4度点是否相邻可

判断R
2
( 0)、R3

( 0)、R4
( 0) 不同构. 先考虑重数及重边的两端点的度, 再考虑重边是否在 3圈中及两

个 4度点是否相邻,可得 R
7
( 1)⋯R

15
( 1) 不同构. 考虑到重数、两个重边是否有公共端点,及是否有

5度点可先将 R
18
( 2)、R24

( 2)、R25
( 2)、R29

( 2) 同其余的 R
i
( 2) 区分开来.

1. 两个重边的端点度为( 3, 3, 3, 4) : R
21
( 2)

2. 两个重边的端点度为( 3, 3, 4, 4) : 有两个3圈包含某个重边的是R
22
( 2) ,只有一个3圈包含

某个重边的是 R
23
( 2)

3. 两个重边的端点度为( 3, 4, 3, 4)

( a) 两个 4度点相邻:没有 3圈的是 R
20
( 2) , 有一个 3圈的是 R

19
( 2) ,有两个 3圈的是 R

30
( 2)

( b) 两个4度点不相邻:有一个3圈的是R
27
( 2) , 有两个3圈且重边在3圈中的是R

28
( 2) ,有两个

3圈且重边不在 3圈中的是 R
26
( 2)

故 p = 6, n = 5的 R 图有: R
2
( 0)⋯R

4
( 0) , R

7
( 1)⋯R

15
( 1) , R

18
( 2)⋯R

( 30)
( 2) , R

16
( 3)⋯R

24
( 3) , R

3
( 4) , R

4
( 4) .

7: p = 7时, q = 11

( 1) 由R16按第二种加 ear方式得到,由于对称,只需考虑R16 + ear( ( 1) , 1) = R
25
( 3) , R 16 +

ear( ( 3) , 1) = R
31
( 2) , R16 + ear( ( 5) , 1) = R

32
( 2) , R16 + ear( ( 7) , 1) = R

5
( 4) , R16 + ear( ( 8) , 1) ,

R16 + ear( ( 9) , 1) = R
26
( 3) . 由引理4( 1) 可知R16 + ear( ( 8) , 1) 同构R16 + ear ( ( 1) , 1) = R

25
( 3) .

·90· 数学研究 2004 年



由 R15按第二种加 ear 方式得到,由于对称, 只需考虑 R15 + ear ( ( 1) , 1) = R
33
( 2) , R15 +

ear( ( 1) , 6) = R
27
( 3) , R 15 + ear( ( 2) , 1) = R

34
( 2) , R15 + ear ( ( 2) , 5) = R

16
( 1) , R 15 + ear( ( 2) , 6)

= R
17
( 1) , R15 + ear ( ( 6) , 1) = R

28
( 3) , R15 + ear( ( 6) , 2) , R 15 + ear ( ( 6) , 5) , R15 + ear( ( 6) , 4)

= R
35
( 2) , R15 + ear ( ( 6) , 6) , R15 + ear ( ( 6) , 3) = R

36
( 2) . 由引理 4( 1) 可知R15 + ear( ( 6) , 2) 同

构 R15 + ear ( ( 2) , 2) = R15 + ear( ( 2) , 1) = R
34
( 2) , 由引理5可知 R15 + ear( ( 6) , 5) 同构 R15

+ ear( ( 1) , 5) = R15 + ear ( ( 1) , 1) = R
33
( 2) .

由 R14按第二种加 ear 方式得到,由于对称,只需考虑 R14 + ear( ( 1) , 1) , R14 + ear( ( 2) ,

1) , R14 + ear( ( 3) , 1) = R
18
( 1) , R14 + ear( ( 6) , 1) , R 14 + ear( ( 9) , 1) = R

5
( 0) , R 14 + ear( ( 1) ,

6) = R
19
( 1) , R14 + ear ( ( 2) , 6) , R14 + ear ( ( 4) , 6) , R14 + ear ( ( 6) , 6) , R14 + ear ( ( 7) , 6) , R14

+ ear( ( 8) , 6) = R
6
( 0) , R 14 + ear ( ( 2) , 5) , R14 + ear ( ( 4) , 5) = R

20
( 1) , R14 + ear ( ( 6) , 5) =

R
37
( 2) , R14 + ear ( ( 7) , 5) = R

21
( 1) , R14 + ear ( ( 8) , 5) . 由引理5可知R 14 + ear ( ( 6) , 1) 同构 R14

+ ear ( ( 4) , 1) = R14 + ear ( ( 3) , 1) = R
18
( 1) . 由引理 5可知, R 14 + ear ( ( 2) , 6) 同构 R14 +

ear( ( 1) , 6) = R
19
( 1) .

由 R13按第二种加 ear 方式得到,由于该图点传递,故只需考虑 R13 + ear( ( 1) , 6) , R13 +

ear( ( 2) , 6) , R13 + ear ( ( 4) , 6) = R
7
( 0 ) , R13 + ear( ( 6) , 6) , R13 + ear( ( 8) , 6) .

( 2) 由 R12按第一种加 ear 方式得到,在 R 12 + ear( ( i ) , ( j ) ) 中,由引理 2, ( 1)、( 2)、( 3)、

( 4) 中至少一条为非必要边,故 R 12 + ear ( ( i) , ( j ) ) 同构于某一已考虑过的图.

由 R11按第一种加 ear 方式得到, 在 R11 + ear ( ( i) , ( j ) ) , ( i, j ) ≠ ( 4, 5) 下,由引理 2,

( 4)、( 5) 中至少一条为非必要边,故 R 11 + ear ( ( i) , ( j ) ) , ( i, j ) ≠ ( 4, 5) 下同构于某一已考

虑过的图. 故只需再考虑 R11 + ear ( ( 4) , ( 5) ) .

由 R10按第一种加 ear 方式得到, 在 R10 + ear ( ( i) , ( j ) ) , ( i, j ) ≠ ( 7, 8) 下,由引理 2,

( 7)、( 8) 中至少一条为非必要边,故 R 10 + ear ( ( i) , ( j ) ) , ( i, j ) ≠ ( 7, 8) 下同构于某一已考

虑过的图. 故只需再考虑 R10 + ear ( ( 7) , ( 8) ) .

F igure 8　 R16 + ear ( ( 8) , 1) , R15 + ear( ( 6) , 2) , R15 + ear( ( 6) , 5) , R15 + ear ( ( 6) , 6) ,

R14 + ear( ( 1) , 1) , R14 + ear ( ( 2) , 1) , R14 + ear( ( 6) , 1) , R14 + ear ( ( 2) , 6) ,

R14 + ear( ( 4) , 6) , R14 + ear ( ( 6) , 6) , R14 + ear( ( 7) , 6) , R14 + ear ( ( 2) , 5) ,

R14 + ear( ( 8) , 5) , R13 + ear ( ( 1) , 6) , R13 + ear( ( 2) , 6) , R13 + ear ( ( 6) , 6) ,

R13 + ear ( ( 8) , 6) , R11 + ear( ( 4) , 5) , R10 + ear( ( 7) , 8)
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由 R9按第一种加 ear 方式得到,在 R9 + ear ( ( i) , ( j ) ) 中,由引理 2, ( 2)、( 3)、( 4)、( 5) 中

至少一条为非必要边, 故 R9 + ear( ( i ) , ( j ) ) 同构于某一已考虑过的图.

考虑3圈的个数可得R
5
( 0)⋯R

7
( 0)不同构. 先考虑与4度点关联的重边的个数及3圈的个数,

再考虑重边两个端点是否相邻可得R
16
( 1)⋯R

21
( 1) 不同构. 考虑与4度点关联的重边的个数及3圈

的个数,再考虑有无一边连接两个重边可得 R
31
( 2)⋯R

37
( 2) 不同构. 考虑是否为 Hamilton图、四度

点是否含两个重边及有无 3圈可得 R
25
( 3)⋯R

28
( 3) 不同构.

故 p = 7, n = 5的 R 图有: R5
( 0)⋯R

7
( 0) , R

16
( 1)⋯R

21
( 1) , R31

( 2)⋯R
37
( 2) , R25

( 3)⋯R
28
( 3) , R

5
( 4) .

8: p = 8时, q = 12.

( 1) 由R16按第一种加 ear 方式得到,由于对称,只需考虑R 16 + ear ( ( 1) , ( 1) ) = R
29
( 3) , R16

+ ear( ( 1) , ( 2) ) = R
38
( 2) , R16 + ear( ( 1) , ( 3) ) = R

22
( 1) , R16 + ear ( ( 1) , ( 7) ) , R16 + ear( ( 1) ,

( 9) ) = R
39
( 2) , R16 + ear( ( 7) , ( 8) ) . 由引理 4( 2) 可知 R16 + ear( ( 1) , ( 7) ) 同构于 R16 +

ear( ( 1) , ( 2) ) = R
38
( 2) . 由引理6可知R16 + ear ( ( 7) , ( 8) ) 同构于R16 + ear( ( 1) , ( 1) ) = R

29
( 3) .

由 R15按第一种加 ear 方式得到,由于对称, 只需考虑 R15 + ear ( ( 1) , ( 1) ) = R
30
( 3) , R15 +

ear( ( 1) , ( 3) ) = R
23
( 1) , R 15 + ear ( ( 1) , ( 6) ) , R15 + ear ( ( 2) , ( 2) ) = R

40
( 2 ) , R15 + ear( ( 2) , ( 3) )

= R
24
( 1) , R15 + ear ( ( 2) , ( 5) ) = R

8
( 0) , R15 + ear ( ( 2) , ( 6) ) , R15 + ear( ( 2) , ( 7) ) , R 15 +

ear( ( 6) , ( 6) ) , R15 + ear( ( 6) , ( 7) ) , R 15 + ear ( ( 6) , ( 8) ) , R15 + ear ( ( 6) , ( 9) ) = R
41
( 2) . 由

引理 4( 2) 可知R15 + ear ( ( 2) , ( 6) ) 同构于R 15 + ear( ( 2) , ( 3) ) = R
24
( 1) . 由引理 3可知R15 +

ear( ( 2) , ( 7) ) 同构于 R15 + ear ( ( 1) , 3) ) = R
23
( 1) . 由引理 6可知 R15 + ear ( ( 6) , ( 8) ) 同构于

R15 + ear ( ( 2) , ( 2) ) = R
40
( 2) .

　　Figure 9　 R16 + ear ( ( 1) , ( 7) ) , R16 + ear ( ( 7) , ( 8) ) , R15 + ear( ( 1) , ( 6) ) ,

R15 + ear ( ( 2) , ( 6) ) , R15 + ear ( ( 2) , ( 7) ) , R15 + ear( ( 6) , ( 6) ) ,

R15 + ear ( ( 6) , ( 7) ) , R15 + ear ( ( 6) , ( 8) )

由R 14按第一种加 ear方式得到,由于对称,只需考虑R14 + ear ( ( 1) , ( 1) ) , R14 + ear( ( 1) ,

( 2) ) , R14 + ear ( ( 2) , ( 2) ) , R14 + ear ( ( 2) , ( 3) ) , R14 + ear ( ( 2) , ( 5) ) , R14 + ear ( ( 2) , ( 6) ) ,

R14 + ear ( ( 2) , ( 7) ) , R14 + ear( ( 2) , ( 9) ) , R14 + ear( ( 6) , ( 6) ) , R 14 + ear ( ( 6) , ( 7) ) , R14

+ ear( ( 6) , ( 8) ) = R
9
( 0) , R14 + ear ( ( 8) , ( 8) ) , R14 + ear( ( 8) , ( 9) ) . 由引理 6 得 R14 +

ear( ( 8) , ( 9) ) 同构 R14 + ear ( ( 6) , ( 8) ) = R
9
( 0) .

由 R13按第一种加 ear 方式得到,在 R13 + ear ( ( i) , ( j ) ) , ( i , j ) ≠ ( 2, 4) 且( i, j ) ≠ ( 3,

5) 且( i, j ) ≠ ( 1, 7) 下, 取( 1) , ( 7) 中不含新顶点的边( k) , 由引理 2知( k) 为非必要边, 故

R( R13 + ear ( i, j ) - ( k) ) 是至少含一个重边的基圈数为 4的R 图,从而 R13 + ear ( ( i) , ( j ) ) ,

在( i, j ) ≠ ( 2, 4) 且( i, j ) ≠ ( 3, 5) 且( i, j ) ≠ ( 1, 7) 下同构于某一已考虑过的图. 再由对

称,只需再考虑 R13 + ear( ( 2) , ( 4) ) = R
10
( 0) , R13 + ear( ( 1) , ( 7) ) .
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考虑有无3圈及 3圈的个数可得 R
8
( 0)⋯R

10
( 0) 不同构. 考虑 3圈的个数及两个 3圈的关系可

得 R
22
( 1)⋯R

24
( 1) 不同构. 考虑最短圈及 3圈的个数可得 R

38
( 2)⋯R

41
( 2) 不同构. 考虑是否为Hamilton

图可得 R
29
( 3) , R30

( 3) 不同构.

故 p = 8, n = 5的 R 图有: R
8
( 0)⋯R

10
( 0) , R

22
( 1)⋯R

24
( 1) , R

38
( 2)⋯R

41
( 2) , R

29
( 3) , R

30
( 3) , R

6
( 4) .

至此,定理证毕.

F igure 10　 R16 + ear ( ( 1) , ( 7) ) , R16 + ear ( ( 7) , ( 8) ) , R15 + ear( ( 1) , ( 6) ) ,

R15 + ear ( ( 2) , ( 6) ) , R15 + ear ( ( 2) , ( 7) ) , R15 + ear( ( 6) , ( 6) ) ,

R15 + ear ( ( 6) , ( 7) ) , R15 + ear ( ( 6) , ( 8) ) , R14 + ear( ( 1) , ( 1) ) ,

R14 + ear ( ( 1) , ( 2) ) , R14 + ear ( ( 2) , ( 2) ) , R14 + ear( ( 2) , ( 3) ) ,

R14 + ear ( ( 2) , ( 5) ) , R14 + ear ( ( 2) , ( 6) ) , R14 + ear( ( 2) , ( 7) ) ,

R14 + ear ( ( 2) , ( 9) ) , R14 + ear ( ( 6) , ( 6) ) , R14 + ear( ( 6) , ( 7) ) ,

R14 + ear ( ( 8) , ( 8) ) , R14 + ear ( ( 8) , ( 9) ) , R13 + ear( ( 1) , ( 7) )

作者对张福基教授的悉心指导, 郭晓峰教授提出的宝贵意见表示衷心的感谢.
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The Construction of 2-Connected Plane Graph

with Cyclomatic Number 5
Yang W eiling　　J in X ian�an

( Departmemt of M athemat ics, X iamen U niversity, Xiamen, Fujian 361005)

Abstract　By suppressing all the vertices o f degr ee 2 of the 2-connected plane g raph, w e can obtain its re-

duction gr aph w ith the same cyclomatic number . In this paper, all the 2-connected r educt ion g raphs with cyclo-

matic number 5 ar e show ed.

Key Words　2-connected, plane g raph, suppress, cyclom at ic number
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　Figure 11　R
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1
( 2) , R
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( 3) , R

2
( 1) , R

3
( 2)⋯R

8
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6
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1
( 4) , R

1
( 0) , R

3
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( 4) , R
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( 0)⋯R
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( 0) , R
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( 2)
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　Figure 12　R
21
( 2)⋯R

30
( 2) , R

16
( 3)⋯R

24
( 3) , R

3
( 4) , R

4
( 4) , R

5
( 0)⋯R

7
( 0) , R

16
( 1)⋯R

21
( 1) , R

31
( 2)⋯R

37
( 2) ,

R
25
( 3)⋯R

28
( 3) , R

5
( 4) , R8

( 0)⋯R
10
( 0) , R

2 2
( 1) , R

24
( 1) , R38
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