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这些结果改进了文献

Ν3!
,

33 3 中的一些振动准则
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并回答了一个公开问题
,
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及其证明
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3 引言及符号

本文将关注下列形式的一类二阶非线性时滞差分方程
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,
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如果 :6 ;兄才六一 加 被 :6 ;
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,
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β
;
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4
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,

否则称之为非振

动的
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方程 :3
4

3; 称之为振动的当且仅当它的所有解是振动的
,

否则称之为非振动的
4

近年来
,

二阶差分方程的振动性和渐进性是许多数学工作者们的研究课题
,
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,
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是严格上线性的 Π 如果 ! α 尽 α 3
,

严格下线性

的
7 如果 口二 3

,

则是线性的
4

在上线性的情形
,

当 侧 Λ 尽 ⎯ 3 时
,

在条件 :6; 下方程 :3
4

 ;解的振动性在文献 Ν/ ∴中已有

讨论
,

且作者们还指出在条件 :6;’ 下如何建立方程 :3
4
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 主要结果及其证明
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首先考虑当 守全口全 3 和条件 :(
?
;成立时的情形

4

在下面的定理中
,

我们给出方程 :3
4

3; 振

动的一些充分条件
4
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,

使得
Δ 、 ⎯ !
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,
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甲
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,
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。
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;
,
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,
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。
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。
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4
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定义序列 Ν二
。
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叨。 Λ Ξ。
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⊥ 。

;
,

7

炙
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∀ ;

那么 二、 ⎯ ! 且

△κ 几 一 “八

坠
十 、△厂丛蜂
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了】ε 吮 3 、 γ 尸 ,

犷 了‘十 上 η ‘Β 。 δ

Λ △Ξ。

三 么Ξ。

切几Κ .

Ξ。 Κ 3
Κ Ξ /

△:,
。
:△

7 。
;
守
;
7

乳
Κ , 一 Π 。Κ 7

:△
7 。Κ 3

;
守△:

⊥

乳;

系
Κ 7

艰

切几Κ 3

Ξ二Κ 3

一 Ξ 5 φ 。

。几 , 。Κ 3
:△

7 。Κ 3
;
守△:

之

乳;

嚎
Κ 3

艰
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现在
,

利用不等式 图

: 
4

9;

对于所有的
Δ 全 Ζ 和 口全 ?

△
峨

Δ 口 一 。尽全 :
Δ 一 夕;口

成立
4

我们有

一
《

7 、 7 一
《

‘

到勺
, Κ , 一 勺

。

;“ 一 :△勺
。

;“
4

: 
4

;

那么

△二。
三 一Ξ5

φ
。 Κ

△Ξ。

—
切” 十 3 一

Ξ。 Κ 3

户/刀。 Κ 7
:△

7 / Κ 7

:欢
十 7

甲
:△与

。

;尽
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、胜,了?、Ι,矛

利用 : 
4

# ;式
,

我们得

3

Π 。。 :△
·。。
广7 , 。 Κ 3

:△
·二 Κ ?

;
· ,

△·。。 7

阴
万

,

△·。十 ,
:△

·, 。

;“7

目霎:
△·。 Κ ,

;”
4

: 
4

3 3;

η 厂夕几 δ η 尸Β ” δ 了

因此

△切
,
兰 一Ξ5

φ
。 Κ

△Ξ二

—
切。 Κ 3 一 Ξ。

Ξ。 Κ 3

Λ 一Ξ5

φ
。 Κ

△Ξ。

—
叨。 Κ 3 一 Ξ。

Ξ。 Κ 3

Π / Κ Π
:△

7 几Κ 3
;

,

:淤 ;
”δ今:△

7 。Κ ,
;“

:
7

灸
十 3

;
’

Π 几十 3
:△

7 。Κ ?
;
守

:淤 ;”‘
丫
:△

⊥ 。十 3
;

,

:
7

灸
Κ 3

;
 
:△

7 。、 7
;
7 一口

Λ 一Ξ5 φ 。 Κ
△八

‘

—
切几十 3 一

Ξ。 Κ 3

Ξ二

Π影
,
:,

。 Κ ?
;
‘一”δ , Α鉴;

’

η 尸/ 十 ? δ

?

:△
7 。十 ,

;
甲一口 : 

4

3  ;

现在基于 Νϑ
。

:△
⊥ 。

;
了
∴ 是正的非增序列

,

因此存在一个 / β ⎯ / 7 充分大
,

使得 ϑ 。

:△
Π 。

;
, 三

嘛对某个正常数 ∋ 和 。 ⎯ / β
成立

,

因此由 :⊥4 “;式得 、
Κ 3

:△、
十 7

;
丫三
?δλ

,

所以 瓜滋下
万 全

:汀ϑ 。 Κ 3
;:
份一尽;δ 守

4

对于所有的 二 全 / β ,

有

△二
、
三 一Ξ、φ

。 Κ
么Ξ。

Ξ。Κ 3
叨几 Κ . 一

上卫 = 33;  
,

戈尸 <乙州卜 ? ≅

Ξ。

: 
4

3# ;

这里 爪
一踢竺

4

因此 得到

了/ 一 3 ”飞一 3 们飞一 ?

艺琉
几

八φ
几
三 一

艺(>
,

/
△二

。 Κ

艺瓜
。 △Ξ。

Ξ。Κ 3

<了忍一 3

二、
, 一

艺氏
Ξ,

’性
:。
二Κ 3

;
 
二具

Κ 7
,

: 
4

3 ;
宁‘二无 几 Λ χ / 二人

几 Λ 无

这样
,

通过分部求和右边第一项 得到

, 刀 一 3 刀 】一 3 叮Ι 一 3

艺瓜
。ϑ 。φ

。
、氏

‘
,

、, 、Κ

艺
、

< 7 Κ 3

与氏
,
几Κ
艺瓜

,
几

/ Λ χ ” Λ 无

△ϑ 、

留
Π Π

凡

—
切。Κ 3 一  刀。

,
。 < 尸一六万

户。Κ 3 竺二
4

气尸&Ι Κ 3 ;
=

了_— 几

”乙一 3 刀毛一 3 Τ

当丝
, , , 」 ,

一 <忍
γ

< 乙
‘

十上

” ?一 3

一
瓜

,

、二 、 一

艺 −低
。

神呱汤
刀九Κ 3 十

艺瓜
几Λ 无

” 一 3

一 ( 。 ,χ 切、 一

艺
几 Λ χ

几二无
Ξ。Κ 3

一

艺氏
Ξ。

’
/

:。
。十 ,

;
 
二足

十 3

竹Λ 儿

八‘
, 4

?
4∗Τ、、

]
δ

牡
,

亚巫巫
二。 Κ , Κ 7

夕。Κ .

斌万州
,
。

风:
−。

, 件

瓜
△ Ξ。

, ,

一

—
Τ 又>

Ξ。 Κ 3

:户
。 Κ ?

;
 

Ξ。

Ξ。 Κ 3

δ
,

△户, ‘

3 几 >
,
。 一

—η 尸, 十 ?二;
’

艺
一 
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艺
ΛΛ==7? 〔氏

。。。φ
。

迎遗黔:崎
。 一

黯训瓜又;
 

卜、
,几 ,

、
7
7 、

,

。

、
、

·

这就隐含了

岁 队
/ 门 =

:户
。Κ 3

;
“

户
。 :

九μ
, 几 一

熟瓜;
’

;
·

、
,。

:
叨几 ] 几 . 一 3

Κ

艺
。。φ 。

;

一

黯二;
’

3
·

:
叨几 3 ·

蟹
户·。几

;一
刁 η , 乙— ι ∗

几>
−

δ了?、、
、3

留「
, 二

ε :。
。Κ 3

;
,

1 ΕΞ 下< 一一  ∗/ 。
,

。 Ξ二叼 。 一
γ
一丁二, 一一

月 >
·

5 菜或]
_

任ϑ ”

么此?.>那因

这与 : 
4

3; 式矛盾
4

所以方程 :3
4

3; 的每一个解振动
4

注 3 通过选择合适的序列 Ν万爪
, 。

∴
,

能够导出许多不同的关于方程 :3
4

3; 的振动准则
4

例

如
,

令 ( 。
,

。 Λ 了
。⎯ “

Ι ι ,

,

> ⎯ 几全! Π

仇 Λ / ⎯ !
4 这里

Η
是一个常数

4

我们有下面的结果
4

定理  假定 :(
?
;成立

4

并且
,

假定存在一个正序列 Νϑ
。

∴准
。 ,

使得对某个正数 ∋
,

?.> 1 Ε ϑ
又卜

φ‘ = ,影
守
:△。

‘
;
 

Ξ⊥
∋ :守一口;δ , : 

4

3∀ ;
?二几。

这里 φ 。 Λ 错Σ。:3 一 勺
。

;口
4

那么对于 守全口全 3
,

方程 :3
4

3; 的每一个解振动
4

再举一个例子
,

令 城
刀 , 、 二 :</ 一 /;

入 ,

入七 3
,

二 全 / 全 !
,

我们有下面的结果
4

定理 # 假定 :(
7
;成立

4

而且
,

假定存在一个正序列 Νϑ
。

∴能
。和 入全 3

,

使得对于某个正数

∋
,

3 性二 3

?.> 。Ε ϑ 二升 、
’

:爪 一 / 、ν

> 一 55
一
刀β ν ‘

γ 曰

Π 影
丫
:。

。Κ 3
;
 

Ξ5

∋ :, 一口;δ 甲 : 
4

3 < ;

一Τ 444444444

九劝ο
户/

5
/

对某个 。。 7 ! 成立
,

这里 、
。 一 ο黔 卫

二朱怎Ν畏星 Ο
 

·

那么对于 守 全口七 3
,

方程 :3
4

3; 的每一个解振动
4

注  当 守 二 口全 3
,

且 试/
, Δ 、 ; Λ 以 Δ 二一 二 ,

Α:与
。

; 二 纵
一 。 ,

方程 :3
4

3;

△ :刀
。

:△:
Δ 。 Κ 0二 Δ 二一 二

;;
,
; Κ Β 5 Δ

又
一 。 Λ !

,
/ Λ 5

,

3
,

 
,

⋯
,

而且定理 # 中的条件

简化为差分方程

: 
4

3 <;简化为

3 理匕再
?.> 1 Ε ϑ

共 、
’

:> 一 / 、入

> 一加
一 刀 ν ‘

γ “

。 了。
ε

、 3
ε

/ 尸几一口 、尸/ Κ 3 ,
ε ,

ε

?
尸”写“ 一

—不丁一一明“ ∴ Λ 田
,

γ 尸 & ‘ Τ

: 
4

3 9 ;

这与文 【/ ?中的定理  
4

3 完全一致
4

因此定理 3一# 包含并延拓了文 【/ 」中的几个振动性准则
4

接下来考虑 。 α 口α 3
,

今 ⎯ 3 和 :(
?
;成立时的情形

4

定理 假定 :(
?
;成立

,

且 △ϑ 。 全 !
4

让 Νϑ
。
∴篡

。
是一个正序列

4

并且
,

我们假定存在一个

双序列 Ν万叨
,

、 7 > 全 / 全!∴
,

使得

万爪
, 二 二 ! 对于 > Λ / 七 ! Π

33;万>
,。 ⎯ !

,

> ⎯ / 全Μ Π

...; △ 鱿
们 ,。 Λ 万爪

,

、
7 一 万>

,
。
兰 ! 对于 > 全 / 全 !

4

如果对某个正数 ∋ 和 6,

矛了4
4

、了

2、了
444、

?.>

ε

3

留 οΙ
二

=

“‘.Ξ 王厂一
γ

 二 ?月 >
, 。Ξ。呵。

“ >
, 。 <

二不
。

_ 罕:
−一

,

一熟二;
’

Ν一
:⊥4? ,
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这里

:3
4

3;

−。
,
/

粽黔
,

> 全 ” 全 !
,

卢
” =

那么对于 ! α 口 α ?
,

守 ⎯ 3
,

方程

的每一个解振动
4

证明 按照与定理 3 一样的程序
,

我们有

△[ 。
兰 △Ξ。 切

/ Κ 3

Ξ。 Κ 3

一 Ξ5

φ
。

。
Π ‘

,
, _十 3

:△
7 。 Κ 3

;
守△:嚎 ;

《
Κ 3 7

炙
: 

4

 ! ;

利用下面的不等式 :见文 ο1Ο ;护 一 尹 全口护
一 ‘

:
Δ 一 功对于

Δ 全 夕 ⎯ !
,

! α 口三 3 成立
,

我们得

△:喂;全口:
⊥ , 。 Κ 7

;口
一 ‘△ 7 , 。

·

因此

△叨
。
三 一Ξ二φ

。 Κ
△Ξ。

—
叨几 Κ 3 一

Ξ。 Κ 3

△Ξ。

—
叨几 Κ ⊥ 一

尸/ Κ 3

一 。 ,
一

、口一 ? ϑ 。

Κ3 :△氛 十 3

;
4

下△今
。

Ξ二月气不 , 。 Κ 3 ; 一一一二了
= 一气了一一=

名 ε 3 名 / ε

, 几 , 尸 人 Τ 2 ‘

二 一Ξ5

φ
。 Κ

Ξ。口

ΞΒ 。

ϑ 。 Κ 7
:△

7 。 Κ 3
;
守尹Β 。

:△
7 Β 。

:
之。。 Κ 3

;
’一口

欢
Κ 3

艰:△
⊥ 。。 : 

4

 3;

注意到 Νϑ
。

:△
7 。

;
作
∴ 是正的非增序列

,

Ν
7 。

∴是正的非降序列
,

使得

ε
△5 。 5 ,

口 δ 叨
。 二
八

 3

△切
。
至 一Ξ。叼

。 Κ

一
叨。

Κ3 一

一 ]

一
] 丁一

=
一下Π 二二不二二一一六二一不

4

Ξ二Κ ∗ Ξ夕。 ηΞ。Κ 3 δ 气β 夕。 Κ . ;
‘ 尸气。之 , 。 ≅

’
: 

4

  ;

现在由引理 3
,

Ν入:△
7 。

;
守
∴ 是一个正的非增序列

,

因此存在一个 / 7 ⎯ / 7
充分大

,

使得

场
。

:△ :勺
。

;
丫
;三∋ 对于某个正数 ∋ 和 / ⎯ / 7

成立
,

所以

3

:△:
7 。。

;;
, 一 ‘

全 :∋尹。。 ;:
丫一 ‘;δ ,

4

: 
4

 # ;

从 △:尸
。

:△
7 。

;
,
; α !

,

得 △ϑ 。 :△
7 。

;
, Κ 尹。△:△

7 。

;
丫 α !

4

由于 夕。 ⎯ 5
,

△尹
。 ⎯ Μ

,

:△
⊥ 。

;
乍 ⎯ 5

,

我们得 △ :△
7 。

;
介 α !

4

因此 Ν:△
之。

;
今
∴ 是一个关于

/
的正的非增序列

,

且从不等式 : 
4

8;
,

有

:△
  。

;
甲 Λ :△

7 二 Κ 7 一 △ 7 。

;
丫 三 :△

7 。 Κ 3
;
守 一 :△

7 。

;
守 α !

,

:守 ⎯ 3 ;
4

因而得到 △  7 。 α !
4

这样
,

我们

推出
7 二 三 ⊥ 。。 Κ △ ⊥ 。。

:/ 一 / 。; : 
4

 ;

对于 / ⎯ 。。 成立
,

并且存在一个 / ? ⎯ / 。
,

和一个适当的
6 全 3

,

使得 祝 三 6 。 对于 / ⎯ / 。 成

立
,

而且这隐含着 勺
。Κ 7 三6: 如 十 3 ;对于 / 七 / 7 二 外

。 Κ 3 成立
,

因此

?

—
夕

了, 、3 一口 一
吸 Τ曲 矛3 γ诵γ 4 Τ
、 之, 下几 4 ‘ 护

?

6 ‘一污
:夕

二 Κ ?;
‘一口

’

在 : 
4

  ; 中代以 : 
4

 # ; 和 : 
‘

 8 ; 式
,

我们发现 △[ 二 三 一。。。。 Κ

恶
二。 Κ 3

: 
4

 8 ;

介。二吴
Κ 3 ,

这里

Γ
。

口∋ :, 一 3 ; δ ,

余下的证明类似于定理 3
,

因此省略
4

定理证毕
4

从定理
,

很容易得到下面的两个定理
7

定理 8

正数 ∋ 和 氏

假定条件 :(
?
;成立且 △ϑ 。 全 !

4

并且
,

假定存在一个正序列 Νϑ
。

∴淮
。 ,

使得对某个

有

恶
+
一

度卜
。β = , 毒了

今。 3 一“:、
, Κ 3 ;

3 一“:△。
,
;
“

口∋ :守一 3; δ守户? : 
4

 ∀ ;
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那么对于 。 α 口α 3
,

守 ⎯ 3
,

方程 :3
4

3; 的每一个解振动
·

定理 ∀ 假定 :(
?
;成立且 △ϑ 。 全 !

4

并且
,

假定存在一个正序列 Νϑ
。

∴准
!
6/ Φ 入全 3

,

使得

对某个正数 ∋ 和 6,

3 竺二?

?.> 、Ε Ρ

共 、
、

:。 一 / ;ν

> 叶 55
‘ ”3 人 ‘‘曰创

,委二
, 。三

Κ 3 。‘一“:。
。 Κ 3 ;

‘一“

Ξ。口∋ :, 一 3 ;八

、
·

∴一
: 一,

一几φ几Ξ

一

?
014卫Τ

对于某个 /! 全 ! 成立
,

这里 讥 一 ο忽
=

的每一个解振动
4

恕带藉止∴
 ,

那么对于 5 α “α ‘
,

7 ⎯ ‘方程 :‘
·

‘;

注 # 我们的定理 伞∀ 包含并延拓了 ]/ 」中的几个振动性准则
4

下面考虑在条件 :6;
‘

成立的情形下方程 :3
4

 ;的振动情况
4

定理 < 假定 甲全口全 3 和条件 :6;
‘

成立
4

而且
,

假定存在一个正序列 Νϑ
,
∴能

。 ,

使得对某

个正数 ∋
,

?.> 1 Ε ϑ
又 ο

。‘。
‘ =

,
已了:△

。7
;
 

户∗
∋ :, 一口;δ , : 

4

 9 ;

孟Ν于艺
。

匀
,

一
,

: 
4

 ;

对于某个 / 。 ⎯ ! 成立
,

这里 口
。 Λ Σ。:3 一

Η 。一。

;口
4

那么对于 守全口⎯ 3
,

方程 :3
4

 ;的每一个解振动或 − > 。π 55 Δ 。 Λ !4

证明 相反地
,

假定 Ν纵 ∴是方程 :3
4

 ;的一个最终正解
,

使得 纵
一 。 ⎯ !

,

对于所有的 / 全 /!

成立
4

我们只需考虑这种情形
,

因为用代换 叭 Λ 一 Δ 。 ,

可将方程 :3
4

 ;变成同样的型式
4

置

⊥ 。 Λ Δ 。 Κ 0 5 Δ 。 一二
4

: 
4

#! ;

从方程 :?
4

 ;
,

有 △:ϑ
。
:△、;

,
; 二 一如《

ε 。
三。

,
/ 全 / 。

4

因此 Νϑ
。
:△

7 。

;
,

∴ 是最终非增序列
,

那

么对于 ϑ 。:△布;
,
将有两种可能的情况

,

即 ϑ 。:△
⊥ 。

;
,
要么最终非负或者要么最终非正

4

随之对

于 △祝 也有同样两种可能的情况
4

当 Ν△
⊥ 。

∴ 最终非负的情形
,

我们将证明方程 :3
4

 ; 的每一个解振动
4

否则
,

我们有
7 。 ⎯

5
,

△ ⊥ 。 全 !
,

△:尹
。
:△

⊥ 。
;

,
; 三 5

,
/ 全 / 。

,

那么从以上可知
Δ 。

全 :? 一
0。

;
7 二 且这隐含着对于

/ 全 / 7 Λ / 。 Κ 6
, Δ 。一 。 全 :3 一

0。 一。
;
7 。一 , ,

有

△:,
。
:△

⊥ 。
;
守
; Κ 口

。 7

定
ε ,
三。

,
/ 全 / ,

4

定义序列 Ν[/ ∴ 如下 叽 一 Ξ/ 处缝子
,

”陌 叽
⎯ !4 且

△> 。 一 。ϑ 。

二
、 。。。

2
翌巡含全口二、

Ξ/
十 3

、 茱一。

δ
。 , ε 二 ,

△ :。
ε
:△  4

、7 、7 夕
ε

4 ,

一 。ε 二 ,

:△ ⊥ ε 二 ,

、7 △ :7 少
ε

、
ε ∃ ,

山几十 3 7 ε

一
η∗4 几 、一

勺几 产 δ 习几一 口 Κ 3 尸几十 3 、一
‘几十 ? ; 一 、‘几 一Τ ;

尸几Κ 3  认 ε
4 3 名认 ε

剐几一 口 Κ 3 习孔一 口

。ε 二 , ε 5 。。ε 二 3

:△ 7 ε 二
3

、7 △:⊥
夕

ε

、
α △ 。ε 竺卫土止 一 门 ε

乙
ε ε 二竺竺翌止兰二竺竺兰竺‘兰全竺二匕卫二

习几一 叮 Κ 3 沁几一 口
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梢
一 ,
全 :、一

Κ 3 一、一 ;”一 :△纵一 ;
‘,

·

那么 △二。 7 一ϑ 、口
, Κ

恶

3 成立
4

有 △浦
ε , Λ 7

育
ε 。 Κ 3 =

呱
‘一

γ
三

4

锹半
兰二二

逻
4

由于 伽
。
:△

7 ,

;
令
∴ 是一个最终非增序ϕ?Τ

,

我们有

ϑ 。一 ,

:△
Π 。 一。

广 7 , 。十 7
:△、

十 7
;
· ,

△η一 7

蔗;
因此

乌
△7 。Κ 3 ,

:△
7 , ‘一 。

;口全

、 旦
∗ 乍、 , 、

一

&

? ∗’ 几十 3 3 δ ∃ γ 、Τ

、不下 ≅ 气。
‘“ Κ 3 ;

‘

、才
廿

了公一 口 δ

、 , 乃 △Ξ。

。切 / 互 一Ξ。呵。 十

—
份。十 3 一 Ξ。

Ξ” Κ 3

δ ε 、尽δ 下

ϑ 。 Κ 7
:△

⊥ 。 Κ 3
广:粉牛丢∴ :△

7 。Κ 7
;
口

、2 了 4
一 甘 δ

八
4

△Ξ,

Λ 一Ξ。呵。 Κ

—
彬。 Κ ? 一 Ξ。

Ξ。 Κ 3

:Δ7
ε 。 Κ 3

;

, 。 Κ 3
:△

· , Κ 3
;
·

:淤;
口δ ,

‘

了八 , 、了
、
一

习 九十 ? ;

:
7

宾
一。十 3

;
 
:△

7 。 Κ 3
;
丫一尽

八 △Ξ。

一Ξ。叼 。 十

—
叨。 Κ ?

ϑ 。 Κ ?

Ξ
, 7

ϑ之九:ϑ
。 Κ 3

;
‘一口δ 守

δ 、  

哄毕 ;
η ∗4 几十 3 δ

3

:△
7 。、 3

;
作一尽

由于Νϑ
。

:△
7 。

;
,
∴ 是一个正的非增序列

,

因而存在一个充分大的 / 7 ⎯ / ? ,

使得 ϑ 。

:△
⊥ 二

;
守 三

?δ[2 对某个正数 ∋ 和 。 ⎯ / 7
成立

,

因此有 Π 、
7
:△、

Κ 3
;
守 三

?δ[2
,

使得

3

:△
7 。 Κ 3

;
, 一口

全 :∋尹, Κ 3
;:
丫一口;δ 7

所以 △‘
几
三 一八吼 Κ

黯娠
3 一
凡嵘

Κ 3
·

这里 凡 一

嘿.夔子
·

这隐含了

、
。

7 一Ξ/ 。
。 十

舟
任/ /

:△户
。

;
“

ϑ乏
Κ 3

一
3 △Ρ 。

3  「
二

甲抵初。十 3 一 二一
下于于

二

一
3 生 一 3内叼

。

艺ϕ ΙΙ 5 Ξ。 Κ ?」 _

蓝九:△ϑ。 ;
 

Ξ5
∋ :守一月;八∴

将上面的不等式从 / β 到 /
相加

,

得到 一二。  α 二二 一 二。  

三 云乎_ Λ < 乙 Ν。
‘

口
‘=

Π
刹工:△

, 7; 

Ξ之∋ :, 一 口;δ , 因此

艺胜
。  

∗Ξ
,
φ
‘一

Π
匙公:△

。, ; 

Ξ七∋ :作 一口 ;八
α Η ?

对所有充分大的 / 成立
,

这与 : 
4

 9 ;式矛盾
4

如果

如果

名几未 丁 一 名几

Ν△
7 。

∴最终为负
,

那么 ?? >
。 π 、 7 。 Λ Ψ 全。

4

我们将断定 Ψ Λ !4

Ψ ⎯ !
,

那么将有 − >
。一、 ./ Α Δ 。 二 6 ⎯ !

4

否则
,

有 − >
。γ 二 ./Α Δ 。 Λ !

4

从 : 
4

# !; 式看到

Λ Δ 、十 二 Κ :气
十二 一 3 ;

Δ , 一 Η 5 Δ 。一 二
4

因此 ??> 二一二 Ν
Δ 。 Κ 二 Κ :以

Κ , 一 3 ;
Δ 。 一侃 Δ 。一二

∴ 二 ! 或

−> Ν珠
十  , Κ :嘶Κ 

二 一 ?;介
十 二 一 嘶 Κ 二Δ 。

∴ Λ Μ : 
4

# 3;
几一

‘

卡 口%

让 Ν/ 、∴是 Ν/ ∴ 的子序列
,

使得

?.>
χ一 Μ‘

/ 、 二 、 和 ?.>
χ 一 ; Η

Δ 。、Κ  二 Λ Μ : 
4

#  ;

在 : 
4

# 3;式中用 / 、代替 / 并利用 : 
4

#  ;式
,

得到 ?.> 、一、Ν:
Η 。、Κ  二一 3 ;

Δ 。、 Κ 二 一 Η 。、Κ 了 Δ 。、

∴Λ !

由于 Δ 。 π Κ 二 Δ 。 π
全 ! 和 :以

π

Κ 
二 一 ?;

Δ 。、 Κ 丁
三 !

,

所以

?.>
χ一 今%

:
0。、Κ  二 一 ?;

Δ 。、Κ 二 Λ !
,

?.>
无π Μ%

Η 。、 十, Δ 二、
全 !
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又由于 ! α Η?
、

兰 Η α

0二、Κ 二 Δ 。 π Κ 二

; Λ 5
,

这与

从 ?.> 。一、 ./ Α Δ 。

△:ϑ
二
:△

7 二
广;三 一如《

3
,

得 ?.> 、一、 Δ 。、 Κ 二 Λ !
4

因此 Ψ Λ ?.> 、一 55 7 。 π Κ 二 Λ ?.> 。一 Η5 :
Δ 。、Κ 二 Κ

Ψ ⎯ ! 矛盾
4

Λ 6 ⎯ !
,

那么存在 / , ⎯ /!
,

使得
Δ 。 ⎯ 号对于 / ⎯ / ,

成立
,

因此有
一 。 α 一如:号;口

4

将上面的不等式从 。 3 到 / 一 3 相加
,

得到

, ,
:△

·。

;
· α , 二

:△
·二

;一
, 。 ?

:△
·。 3

;
· 7 一

:普;
口
几 一 3

艺
。‘

,

乞Λ 几 3

: 
4

# # ;

那么

一
:号;

”δ守

:会葺
口￡

;
专

,

一 : 
4

# ;

将上面的不等式从 / 7 到 / 一 3 相加
,

有 祝
Κ 3

隐含了 Ν敬 ∴ 是最终负的
,

矛盾
4

因此我们有 Ψ

7 7 。 Π 一 :号;“δ
守

艺奥
。 7

:六)斌
3 、‘;专

4

条件 : 
·

, ;

令 ? Λ −> 二π !! 1Ε ϑ Δ 。 ,

下面将断言 ?二 !
4

一个子序列
,

使得 − > 、一 Η5 / 、 Λ 55 和 −> 、一 Η5

矛盾
4

因此有 − > 。一二 Δ 。 Λ !
4

证毕
4

定理 9 假定 ! α 口 α 3
,

守 ⎯ 3 且条件

Νϑ
。
∴准

。 ,

使得对某个 。 全 3 和正数 ∋
,

Λ !
4

如果 ? Λ ?.> 。一!! 1 Ε ϑ Δ 。

Δ 。 、 Λ 3
4

那么
Η 。 、Δ 。、一 。 Λ

⎯ 5
,

让 Ν/ 、∴ 是 Ν/ ∴ 的
⊥ 。、 一 Δ 。、 升 ! 一 ? α Μ

,

:6;’ 成立
,

如
。
全 !

,

并且
,

假定存在一个正序列

?.> 。Ε 。

炭「
。‘。

‘ = :,
‘一。 一 6 ;斋。

3 一“:?Κ 3 一 。;
‘一”:△。

‘
;

,

口:对;宁 。, : 
4

# 8 ;

丫、、44了δ

到
& 乙二二& 乙! 、
众艺

叭
: 

4

# ∀;

对某个 。。 ⎯ 5 成立
,

这里 口
。 Λ Σ。 :? 一

Η 。一 ,

;尽
4

那么对于 。 α 口α ?
,

守 ⎯ 3
,

方程 :3
4

 ;的每个解振动或者 − > 。π 55 Δ 。 Λ !4

定理 9 的证明类似于定理 <
,

因此省略
4

注 我们的定理 < 和定理 9 实际上回答了文 ]3!
,

/ ∴中提出的公开问题
4

最后
,

我们考虑当 。α 口 α 3
,

守 ⎯ 3 时方程 :3
4

# ; 的情况
4

定理 假定 ! α 口 α 3
,

守 ⎯ 3 且条件 :6;
‘

成立
,

△ϑ 。 七 !
4

并且
,

假定存在一个正序列

Νϑ
。
∴裘

。 ,

使得对某个 6 全 3 和正数 ∋
,

..> 1 Ε ϑ
又
?Λ 几。 ∴

户‘“‘= :。
‘一。 一 6 ;母6 ‘一“:? Κ 3 一 。 ;

‘一“:△。
‘
;
 

口:对;宁。‘ : 
4

# < ;

到
几 Λ 几 Μ η

立 又
叭

ϑ ” ‘士几
: 

4

# 9;

甲、

?
δ

对某个 。。 ⎯ ! 成立
4

那么对于 5 α 口α 3
,

守 ⎯ 3
,

方程 :3
4

# ;的每个解振动或者 − > 。π 55 Δ 。 Λ !
4

证明 相反地
,

不妨假定 Ν
Δ 。

∴ 是方程 :3
4

# ; 的一个最终正解
,

使得 纵
一。 ⎯ 5

,

对于所有的
/ 全 / 。 成立

4

从方程 :?
4

#;
,

有 △:ϑ
。
:△、;

,
; Λ 一叭《

ε 。

‘ !
,
/ 全 / 。

4

因此 Νϑ
。
:△

Δ 。
;

,
∴ 是最终

非增序列
,

那么 ϑ 。:△
Δ 。

;
,
有两种可能的情形

,

即 ϑ 。:△
Δ 。

;
“
最终非负或最终为负

,

随之 △Δ 。
也

有两种同样的情形
4
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在 Ν△
Δ 。

∴ 最终非负的情形
,

我们可以按照与定理 一样的证明得到矛盾
4

如果 Ν△
Δ 。

∴是最终为负
,

那么 −>
。一二 Δ 。 Λ 。全 !

4

我们断定 Ψ Λ !
4

否则有
Δ

翼
ε 。 π 护 ⎯ !

当 / π 55
,

因此存在 。 7 全 /!
,

使得
Δ

宾
ε 。
全护

4

因此有

△:尹
,

:△
Δ 。

;
,
;三 一 Β 。护

4

将上面的不等式从 / 7 到 / 一 3 相加
,

我们有

: 
4

# ;

几一 3

介
]

:△
Δ 几

广 α 乃
]

:△
Δ 几

;
, 一 、

3

:△八
,

;
今 三 一驴艺

。
,

: 
4

! ;
乞Λ 几 3

那么 3

△Ω

一
护δ ·

:六葺
Σ

]

;
万

,
· 7 /3

: 
4

3;

将上面的不等式从 。 ? 到 / 一 3 相加
,

得到
Δ 。 Κ 7 三

意味着 Ν
Δ 。

∴ 最终为负
,

矛盾
4

定理证毕
4

注 8 在文 Ν3 !3 中
,

因为从
/ 一 3

Δ 川 一

几一 3

尹
丫

￡执
3

:六群或
工、、

广条件 : 
4

#8;

“几 三 ”几  一 护 艺 “
· Κ 3、

,

Κ

艺 :Π
。

△口
,

;:△
Δ 。

;
,

: 
4

 ;
+ Λ / β 月 Λ / β

:  ;式的右边最后项通过分部求和
,

并不能导出

几一 3 几一 3

二 /
7 。几  一 护艺 口

, Κ 3。。 Κ :Π
,

△口
。

;:△
Δ 1

;
,
∴乳

。 一

艺 △:Π
7

△口
吕

;:△
Δ 占 Κ 3

;
,

·

吕 Λ 几 + Λ / β

因此文 ]3! ∴中的定理  
4

# 及其证明是不正确的
4

这里我们的定理 实际上改正了文 【3 !Ο 中的定

理  
4

# 及其证明
,

而且本质上它也是新的
4
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