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二阶脉冲微分方程有界解的振动性
*
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  摘  要:通过引入特征系统,并结合分析方法,讨论了一类二阶脉冲微分方程解的振动

性质,得到了其关于有界解振动的一些充分必要条件.所获结果补充了一些现有文献的相关

结论.
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Oscillation of the Bounded Solut ion of Second Order
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  Abstract: The oscillat ion of the bounded solut ion of second order dif ferent ial equat ion w ith impulse was

studied. Some necessary and suff icient condit ions for such an equat ion w ere derived by int roducing characterist ic

systems and using some analysis techniques. T hese results complement the ones in existing literatures.
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  脉冲微分方程的振动理论作为脉冲微分方程定
性理论的重要分支之一, 最近 20年来有了迅速的发

展. 1989年, Gopalsamy和张炳根[ 1]就脉冲微分方程

与不带脉冲的常微分方程的振动性与渐近性是否具

有联系的问题给出了经典结论, 但它仅仅局限于某

些简单的一阶方程. 文献[ 2]首次引入了特征系统

和广义特征系统这两个概念, 对一阶具偏差变元的

常系数线性脉冲微分方程和一阶具常系数的脉冲中

立型微分方程的振动性进行了研究,得到了解振动

的若干充分必要条件.但是,与带有偏差变元的常微

分方程振动理论相比, 脉冲微分方程振动理论还远

未完善,这主要是因为在研究二阶或高阶常系数线

性脉冲微分方程时有一些理论和技术障碍, 关于此

类方程解振动的充分必要条件在文献[ 2]中也未涉

及,究竟如何给出二阶常系数线性脉冲微分方程解

振动的充分必要条件呢? 这显然是十分重要的研究

课题.本文在文献[ 3- 8]的基础上,就一类带有时滞

的二阶脉冲微分方程的振动性进行了研究.

考虑线性具时滞周期脉冲微分方程:

xd( t )= qx ( t - R) , t X tk ,

$xc( t k)= q0 x ( t k- R) ,

$x ( tk )=
q0

q
xc( t k) .

(1)

这里 q, q0, R> 0, $x ( i )
( t k) = x

( i)
( t

+
k )- x

( i)
( t k) ,

i= 0, 1.

假设下列条件( H1)和(H 2)成立.

( H1) q, q0, R> 0.

(H2) 存在 m I N,使得 i[ t- R, t )= m, t I R.

其中: i [ a , b) = m 表示在区间[ a, b)上脉冲时刻 tk

( k \1)的个数.
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寻求方程( 1)具如下形式的正解:

x ( t )= e- Kt (1- L) i [ 0, t)
. ( 2)

这里 KI R
+
, 0< L< 1.将式(2)代入式( 1) , 若以下

系统成立:

K
2
= qe

KR
(1- L)

- m
,

KL= q 0e
KR
(1- L)

- m
.

( 3)

则式( 1)具有形如式(2)的解, 我们称式(3)为式(1)

的特征系统.易知式(3)的解( K, L)满足 L=
q 0
q
K. 而

且, 式( 3)有满足条件 0< K< 1的解( K, L)当且仅

当特征方程

H ( K)= - K2+ qeKR(1-
q 0
q
)
- m = 0 ( 4)

有根, KI (0,
q 0
q
) .

本文的主要目的是研究方程( 1)解的振动性质,

建立了有界解振动的一些充分必要条件, 获得的主

要结果如下.

定理 1  假定条件( H 1)和( H2)成立, 则下面的

论述是等价的:

( i)特征方程(4)没有根 KI (0,
q0
q
) .

( ii)特征系统( 3)无满足条件 K< 1的解( K, L) .

( iii)方程(1)的每一个有界正则解振动.

另外, 我们还建立了一个直接以 q , q 0, R显式

表示的该类方程振动的充分必要条件.

定理 2  假定条件(H 1)和( H2)成立,则方程(1)

的每一个有界解振动,当且仅当

- K
2
1(1- K1)

m
e
-

q
q
0

K
1
R
+

q
2
0

q
> 0

成立.

其中: K1=

qR
2q0

+
m
2 + 1- (

qR
2q 0

+
m
2 + 1)

2
-
2 qR
q 0

qR/ q 0
.

1  主要结果的证明

定理 1的证明  显然有( i) Z ( ii)及( i) a ( iii) ,
所以只要证明( i) ] ( iii)就可以了.

若不然,假设方程(1)存在一个非振动解 x ( t ) ,

不妨设为最终正解, 则有 x ( t ) > 0( t \T 0 \0) . 由

( i)成立知, 特征方程(4)没有根 KI (0,
q 0
q
) . 又由于

H ( 0)= q> 0及 H (
q
q0

)= + ] ,故存在 M> 0,使得

H ( K) \M> 0, KI [ 0,
q
q 0

) .

令 += K\0: xd( t) \K2x ( t) , $xc( tk) \ q

q0
K
2
x ( tk ) .则要

完成定理证明,我们将证明 + 本身具有如下互不相

容性:

( P1) 存在满足条件 0 [ K0< K1 的实数 K0, K1,

使得 K0 I +, K1 | + .

( P2) 若 KI +,则 K+ MI + .

根据方程(1)易知:

xd( t )= qx ( t- R)> 0, t X t k ,

$xc( t k)= q 0 x ( t k- R)> 0.

由此可推出 K0= 0 I + . 更进一步,对 xd( t ) = qx ( t

- R)两端从 t 到 t +
R
2
积分,可得:

- xc( t ) \xc( t + R
2
)- xc( t )=

qQ
t+
R
2

t
x ( s - R)ds + q0 E

t [ t
k

[ t+
R
2

x ( tk - R) >

qQ
t+
R
2

t
x ( s - R)ds \ q

R
2
x ( t -

R
2
) .

对不等式 xc( t ) < -
qR
2

x ( t -
R
2
) 两端从 t到t +

R
2

积分,可得:

- x ( t ) < x ( t +
R
4
) - x ( t ) <

-
qR
2Q

t+ R
4

t
x ( s -

R
2 )ds + E

t [ t
k
< t+

R
2

$x ( tk) =

-
qR
2Q

t+
R
4

t
x ( s -

R
2 )ds - L E

t [ t
k
< t+

R
2

x ( t k) <

-
qR
2Q

t+
R
4

t
x ( s -

R
2 )ds .

从而

x ( t ) >
qR
2Q

t+ R
4

t
x ( s -

R
2
)ds >

  qR
2
R
4
x ( t -

R
4
) Ax ( t -

R
4
) .

因此, x ( t ) > A4x ( t - R) 且 xd( t ) = qx ( t - R) <

q
1

A4
x ( t ) .

于是有 K1 =
q

A4
| +, 即 + 有上界. 令 K0 =

sup +, 则 K0 I (0, A4q ) .从而对充分大的 t , t k ,有

xd( t ) \ K
2
0 x ( t ) , $xc( tk ) \

q 0
q
K
2
0x ( t k) .

此外,可证明 lim
t y ]

x ( t ) = lim
t y ]

xc( t ) = 0. 事实上, 因

为 x ( t ) 是方程( 1) 的有界正解,所以易见 xc( t ) <

0, xd( t ) > 0. 故 xc( t ) 严格递增,从而lim
t y ]

xc( t ) =
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l . 可断言 l = 0.这是因为,对 xd( t ) = qx ( t - R) >

0两端在区间[ t 0, ] ) 上积分, 可得到:

l - xc( t0) = qQ
]

t
0

x ( t - R)dt + E
t
0

[ t
k
< ]

$xc( tk ) .

由此即得 x I L
1
[ t 0, ] ) ,所以 l = 0.又因为 x ( t )

递减且 x I L
1
[ t 0, ] ) ,故lim

t y ]
x ( t ) = 0.令

y ( t ) = xc( t ) + K0 x ( t ) , y ( tk) =

  
q 0

q
$x ( t k) + K0x ( tk) .

则lim
t y ]

y ( t ) = 0, 且

yc( t ) = xd( t) + K0 xc( t) = xd( t ) + K0( y( t ) -

  K0 x ( t ) ) = xd( t ) + K0y ( t ) - K20 x ( t ) .

故有 yc( t ) - K0y ( t ) = xd( t ) - K20 x ( t ) > 0.

另一方面,有

$y ( tk) = y ( t
+
k ) - y( tk) = xc( t+k) + K0x ( t

+
k ) -

  xc( tk ) - K0 x ( t k) = $xc( t k) +

  
q 0
q
K0 y ( t k) -

q 0
q
K20 x ( t k) .

从而 $y ( tk) -
q 0
q
K0y ( tk ) = $xc( tk) -

q 0
q
K20 x ( tk ) .

令 U( t ) = e- K
0
t
(1-

qk
q
K0)

i [ 0, t )
, u ( t ) = U( t ) y ( t ) ,

U( t ) > 0.

则

uc( t) = U( t) yc( t) + Uc( t ) y ( t) = U( t) yc( t) -

K0 U( t) y ( t) = U( t ) ( yc( t) - K0y ( t) ) > 0.

且

$u ( t k) = $U( t k) y ( t k) + U( t+k ) $y ( t k) =

-
qk
q
K0U( t

+
k ) y ( tk) + U( t

+
k ) $y ( t k) =

U( t+k ) (-
qk
q
K0y ( tk ) + $y ( t k) ) > 0.

进而 u( t ) 单调递增.因为当 t y ] 时,有 y ( t ) y 0

及 U( t ) y 0, 从而当 t y ] 时,有 u ( t ) y 0, 这是因

为 u ( t ) = U( t ) y ( t ) < u ( ] ) y ( ] ) y 0. 从而有

u( t ) < 0,且当 t和tk充分大时,有 y ( t ) < 0, y ( t k)

< 0.由此可推出:

xc( t ) + K0 x ( t ) [ 0, $x ( tk) +
qk
q
K0x ( tk) [ 0.

令 w ( t) = x ( t ) eK0 t (1-
qk

q
K0)

- i [ 0, t )
.则 w ( t) > 0.

从而有:

xd( t ) - ( K20+ m) x ( t ) = qx ( t - R) - ( K20 +

m) x ( t ) \ w ( t) (1-
q0
q
K0)

i [ 0, t)
( qeK0R( 1-

q 0
q
K0)

- m
- ( K20 + m) ) > 0.

且

$xc( t ) -
q 0

q
( K20+ m) x ( t k) = qkx ( t k - R) -

q 0
q
(K20+ m) x ( tk) \

q 0
q
w ( tk)(1-

q0
q
K0)

i[ 0, t
k
) @

( qe
K
0
R
(1 -

q 0

q
K0)

- m
- ( K

2
0+ m) ) > 0.

这就意味着 K20+ m I + ,而这与集合 +有上界相矛

盾.定理证毕.

定理 2的证明  略.
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