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摘 要：文章首次把离散时间下多因子二次方形式的利率期限结构模型应用于上交所国债期限

的研究，运用扩展的卡尔曼滤波法及拟极大似然法估计模型参数，并比较了常数型、仿射型和二次方

型市场风险函数对实际利率期限结构模型的拟合。 发现在二次方利率期限结构模型下，二次方市场

风险函数对 1 年期利率拟合的最好；对 2 年期利率的拟合，常数型和仿射型比二次方型表现更佳；而

对 3、4、5 年期利率期的拟合，仿射模型表现最好。
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0 引言

近年来，随着复杂金融衍生品定价模型及实证计量方法

的迅速发展，利率期限结构的研究成为金融学的主要研究领

域之一。 发达国家对利率期限结构的研究已经日趋成熟完

善，许多动态模型能较好的反映其利率特征。 但中国债券市

场起步较晚，许多方面处在发展阶段，并且受国家政策影响

较大。 但随着我国金融体制改革的深入和完善，债券的市场

化步伐逐步加快。 自从 1981 年恢复国债发行以来，我国债券

市场无论是从一级市场的发行规模、发行方式、发行品种和

发行结构来看，还是从二级市场的组织形式、交易制度、参入

者结构和交易品种来看都取得了较大的发展。 2007 年，我国

债券发行量突破 3.7 万亿， 债券发行人范围包括财政部、铁

道部、政策性银行、商业银行、非银行金融机构、国际开发机

构和企业等各类市场参与主体，债券种类日趋多样化，信用

层次更加丰富。 债券的期限从 3 个月到 30 年不等，发行品种

包括国债、政策性金融债、央行票据、银行次级债、一般性金

融债和企业债券等。 交易类型包括现债交易、远期交易、质押

式回购、开放式回购。 并在银行间债券市场中引入了做市商

制度，债券利率和交易价格主要依靠市场形成。 因此，我国债

券市场发展的现状能较好的满足利率期限结构研究的要求，
也基本能满足样本数据要求。 在这种情况下，研究中国的动

态利率期限结构具有以下重要意义。 本文引进一种新的动态

利率期限结构模型:离散时间的二次方利率期限结构模型来

研究中国国债市场收益率特征。QTSMs 模型既能克服单因子

模型和多因子仿射模型的缺陷， 而且大大减少了限制性假

设，拟合的效果要好于仿射模型。

1 离散时间下多因子 QTSMs 模型

本文在 Realdon 的基础上给出了离散时间的 QTSMs 模

型。 离散时间的 QTSMs 模型不仅能抓住利率期限结构中的

非线性， 在状态变量方差和相关性设定方面也具有灵活性，
并且能保持名义利率的非负性。 即使是考虑状态变量间存在

相关性，也能得到封闭解。 另外，市场风险价格函数形式的选

取上也不拘于仿射型，可以扩展到各种多项式形式。 具体模

型介绍如下：
设 Pt

n 为过 n 期到期的零息票债券在 t 时的价格，每期时

间长度 △=1，因此该债券在绝对时间 n+t 时到期。 设下一期

到期的无风险利率在 t 时为 rt， 设 Q 为风险中性测度， 并用

Et
Q 表示风险中性测度 Q 下在 t 时的条件期望， 根据风险中

性测度下的无套利定价公式得：

Pt
n=Et

Q[exp(-rt).Pt+1

n-1
] (1)

定义 1：二次方利率期限结构模型(QTSMs)下 rt=α+β'Xt+

Xt

'
ΨXt (2)

定义 2：在风险中性测度 Q 下，状态变量 为 一 个 矢 量 自

回归 VAR(1)过程：
Xt+1=(I-准)Xt+准μ+∑ξt+1,ξt+1～N(0,I) (3)
在(2)、(3)中，α 为标量，β、Xt 和 μ 为 N×1 的矢量，I 为 N×

N 单位矩阵，Ψ 为 N×N 对称矩阵，准、∑为 N×N 矩阵。
Ahn,Dittmar &Gallant 推导出连续时间下二次方利率期

限结构对应的零息票债券价格为状态变量的指数二次方形

式， 由于连续时间下的债券价格是当 △→0 时离散时间下债

券价格的极限，所以猜测离散时间下零息票债券价格 Pt
n 也

为 状 态 变 量 Xt 的 指 数 二 次 方 函 数 即 ：Pt
n=exp (An+Bn'Xt+

Xt'CnXt) (4)
把(2)、(4)代入(1)可知：
exp(An+Bn'Xt+Xt'CnXt)=Et

Q[exp(-(α+β'Xt+Xt'ΨXt)).

exp(An-1+Bn-1

'
Xt-1+Xt-1

'
Cn-1Xt-1)] (5)

(5)可重写为：

An+Bn'Xt+Xt'CnXt=-α-β'Xt-Xt

'
ΨXt+An-1+Bn-1

'
((1-准)Xt+准μ)

+((I-准)Xt+准μ)'Cn-1((I-准)Xt+准μ)+lnEt

Q
[exp(Bn-1

'
+2Xt

'
(I-准)'Cn-1+2

(准μ)'Cn-1)∑ξt+1+ξt-1
'
∑'Cn-1ξ∑t+1] (6)
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参数 α Ψ1 Ψ2 Ψ3 准1 准2 准3 μ1

模型 1 0.0052 0.0231 -0.0025 0.0000 0.0289 0.0061 0.0135 0.0112
(1.19) (53.22) (-32.34) (0.04) (99.76) (5.76) (0.04) (6.65)

模型 2 0.0028 0.0023 -0.0011 0.0348 0.0046 0.0056 0.0235 0.0101
(0.97) (42,65) (-10.47) (5.85) (32.33) (7.21) (2.32) (5.06)

模型 3 0.0045 0.0733 0.0400 -0.0876 0.0427 0.0034 0.0472 0.1021
(0.84) (68.25) (21.90) (-27.89) (43.62) (8.86) (3.36) (3.81)

表 1 离散时间三因子二次方模型参数估计

在上式中，

lnEt

Q
[exp(Bn-1

'
+2Xt

'
(I-准)'Cn-1+2(准μ)'Cn-1)∑ξt+1+ξt-1

'
∑'Cn-1∑ξt+1)]

=ln |γ|
abs|∑| +

1
2

N

i = 1
∑((Bn-1

'
+2Xt

'
(I-准)'Cn-1+2(准μ)'Cn-1)γi)2 (7)

γi 是 N×N 矩阵 γ=((∑∑')-1-2Cn-1)-1/2 的第 i 列。 从(6)、(7)
推导出 An，Bn、Cn 的递归方程如下：

An=-α+An-1+Bn-1

'
准μ+(准μ)'Cn-1准μ+ln |γ|

abs|∑| +
1
2

N

j
∑ (Bn-1

'

γiBn-1

'
γi+Bn-1

'
γi2(准μ)'Cn-1γi+2(准μ)'Cn-1γiBn-1

'
γi+(2(准μ)'Cn-1γi)2)

Bn=-β'+Bn-1

'
(I-准)+2(准μ)'Cn-1(I-准)+

N

1
∑(Bn-1

'
γi(Cn-1γi)'(I-准)

+Bn-1

'
γiγN-1

'
Cn-1(I-准)+4(准μ)'Cn-1γiγi

'
Cn-1(I-准))

Cn=-Ψ+(I-准)'Cn-1(I-准)+2
N

1
∑(I-准)'Cn-1γiγi

'
Cn-1

'
(I-准)

由 Pt
1=Et

Q[exp(-rt).Pt+1

0
]和 Pt+1

0
=1 可知初始条件

A0=0 B0=0 C0=0 A1=-α B1=-β C1=-Ψ
根据上述递归方程及初始条件，可以逐一得到 An、Bn 和

Cn 的表达式。 另外，设 Rt
n 为到期收益率,其上标 n、下标 t 和

Pt
n 中的含义一样。 由定义 Rt

n
=- 1

n lnPt

n
得；

Rt

n
= 1
n (-An-Bn

'
Xt-Xt

'
CnXt) (8)

上述的推导在风险中性测度下进行的，但真正的金融定

价是考察现实世界中的风险市场价格，所以引入实际测度用

表示, 依照 Ang&Piazzesi,假设 Radon-Nykodim 导数为

dP
dQ =exp(ξt+1

'
f(Xt)- 1

2 f(Xt)'f(Xt))

其中 f(Xt)为 N×1 的矢量，因此 ξt+1 在实际测度 P 下的条

件概率密度函数为

P(ξt+1)=Q(ξt+1) dPdQ = 1
(2π)N姨

exp(- 1
2 ξt+1

'
ξt+1+ξt+1

'
f(Xt)- 1

2 f(Xt)'f(Xt))

= 1
(2π)N姨

exp(- 1
2

N

i = 1
∑(ξt+1,i-f(Xt)i)2) (9)

因此实际测度下状态变量 Xt 自回归过程为

Xt+1=(I-准)Xt+准μ+∑(f(Xt)+ξt+1)=(I-准)Xt+准μ+∑f(Xt)+∑ξt+1 (10)
从(9)、(10)可知 f(Xt)实际为市场风险价格(MPR)。 并且在 t

时 f(Xt)为常数，Xt+1 仍服从条件正态分布。 因此只要满足无套

利条件，f(Xt)的函数形式选择范围很自由。

2 计量方法

二次方利率期限结构模型的估计方法较多， 但由于状

态变量的不可观测性、 到期收益率 Rt

n
与状态变量 Xt 间的非

线 性 以 及 状 态 变 量 Xt 自 回 归 方 程 本 身 存 在 非 线 性 的 可

能，本文选取扩展的卡尔曼滤子法来估计模型参数。 由于

其良好的性质，卡尔曼滤子在利率期限结构中得到了广泛

的应用。 令 Rt=(Rt
n1 ,Rt

n2 ,… ,Rt
nm )' 为 到 期 收 益 率，εt=(εt

n1 ,

εt
n2 ,… ,εt

nm )' 为测量误差并且服从正态分布，ξt|t-1、Ωt|t-1 分别

为 Xt 在 t-1 时条件期望与条件方差。 由(8)和(10)可得扩展

的卡尔曼滤子的测量方程和过渡方程：

Rt=A+HXt+εt,cov(εtεt')=D
Xt+1=C+FXt+∑ξt+1,ξt+1～N(0,I)
对于模型估计先用卡尔曼滤子预测最优下一期收益率，

得到相应预测误差，并计算预测误差的方差，从而得到相应

的极大似然函数。 用状态因子的无条件均值和方差作为卡尔

曼滤子的初始值。 其中状态因子均值和方差更新方程如下：

ξt+1|t=准μ+(I-准)ξt|t-1+(I-准)Ωt|t-1B'Ft-1

-1
(Rt-Rt|t-1)

Ωt+1|t=(I-准)(I-Ωt|t-1B'Ft-1

-1
B)Ωt|t-1(I-准)'+∑∑' (11)

其中 Ft|t-1=BΩt|t-1B'+D，设预测误差为 vt 并服从正态分布，
因此

vt～N(Rt-Rt|t-1,Ft|t-1)
定义所有待估计参数集合为 θ，最优化以下极大似然函数

L(θ)=
T

1
∑l(θ)=- 1

2

T

1
∑[Nln(2π)+ln(|Ft|t-1|)+(Rt-Rt|t-1)'Ft|t-1

-1
(Rt-Rt|t-1)]

并且 T姨 (

姨

θ -θ)～N(0,

姨

H -1(

姨

θ )V(

姨

θ )

姨

H -1(

姨

θ ))，

姨

H (

姨

θ )≈- 1
T

T

t = 1
∑

鄣2
鄣θ鄣θ' l(

姨

θ ,Ft),

姨

V (

姨

θ )≈ 1
T

T

t = 1
∑鄣l(

姨

θ ,Ft)
鄣θ

鄣l(

姨

θ ,Ft)
鄣θ'

由于状态变量 Xt 不可观测， 为了能确保所估计参数的

唯一可辨认性， 必须对 QTSMs 模型进行限制。 Ahn,Dittmar
&Gallant 给出了在连续时间下 QTSMs 参数的可辨认条件，这

里给出类似的离散时间下的参数可辨认条件。 (1)Ψ，∑和 准
都为对角矩阵。 (2)名义利率 rt=α+β'Xt+Xt'ΨXt 的非负数性要

求 α≥ 1
4 β'Ψ-1β，为了便于模型的可估计性，设 α≥0，β=0。

3 实证结果与分析

本 文 考 察 上 交 所 2005 年 1 月 7 日 到 2008 年 9 月 5
日， 共计 179 周的 1、2、3、4 和 5 年期的国债利率期限结构，
数据经过多项式样条法处理得到。 主成份分析显示三因子可

以解释上交所利率期限结构变化的 98.5%，因此本文中使用

三状态变量即 Xt=(x1t,x2t,x3t)'。 对于市场风险函数，本文分别选

取常数型 f(Xt)=(λ1,λ2,λ3)'，仿射型 f(Xt)=(λ1x1t,λ2x2t,λ3x3t)' 和二次

方型 f(Xt)=(λ1x1t
2
,λ2x2t

2
,λ3x3t

2
)'。 表 1 给出了参数估计结果、极大

似然值，括号内为值。 其中模型 1、模型 2 和模型 3 分别对应

市场风险函数为常数型、 仿射型和二次方型下的参数估计。
Ψi(i=1,2,3)为 Ψ 的对角线元素，准i、ui,σi、λi(i=1,2,3)决定第 i 个

状态变量的运动，μi 表示风险中性测度下第 i 个状态变量的

无条件均值，在模型 1 和模型 2 中，μi 都为正数，而在模型 3
中，μ1、μ3 为正数，而 μ3 为负数。 I-准 为状态变量滞后一阶系

数。 无论在模型 1、模型 2 还是模型 3 下，I-准 的对角线都接

近于 1，说明三状态变量因子的影响较持久。 σi 为∑的第 i 个

对角线元素。 在三个模型中，第一个市场风险价格系数 λ1 都
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为负，而其余两市场风险价格系数 λ2、λ3 都为正。

我们用衡量样本内预测误差 RMSE= 1
T

T

t = 1
Σ(

Σ

R t|t-1

n

-Rt

n
)2姨

大小的均方误来比较不同市场风险函数对上交所国债利率

期限结构的拟合效果，

Σ

R t|t-1

n

表示期限为 n 的即期利率在 t-1
时期对 t 期的预测值。 表 2 给出了各模型对实际利率的拟合

能力。 从 1 年期均方根误差可知，模型 3 拟合的最好，其次是

模型 1，最后是模

型 2。由于 1 年期

利 率 的 波 动 较 大

， 存 在 较 多 的 突

变， 因 此 市 场 风

险 也 变 化 较 快 。
二 次 方 市 场 风 险

价 格 能 够 较 好 的

反 应 市 场 风 险 的

非 线 性 变 化。 另

外， 从 1 年 期 实

际 利 率 和 拟 合 利

率 图 上 也 可 以 看

出， 模 型 3 比 模

型 1 和 模 型 2 对

实 际 1 年 期 利 率

拟 合 的 要 好。 从

表 2 中 可 知 ， 模

型 1 和 模 型 2 对

2 年 期 实 际 利 率

的 预 测 误 差 相 差

不 大 ， 但 模 型 3
表 现 较 差。 从 图

中 发 现 ， 模 型 3
的 拟 合 能 力 在 大

多 数 的 时 间 里 并

不 比 模 型 1 和 模

型 2 差， 但 两 个

较 大 的 跳 跃 对 均

方 根 误 差 影 响 较

大， 所 以 影 响 了

模 型 的 综 合 拟 合

能力。对于 3、4、5
年 期 的 实 际 利 率

的 拟 合 ， 模 型 2
表现最佳，模型 1
其 次 ， 而 模 型 3
的 表 现 也 最 差 。
这 里 一 部 分 原 因

是随着利率期限的变长，利率曲线变得较光滑，波动也较小，
市场价格风险接近线性或常数，因此二次方型不能再较好的

反应市场风险价格的变化；另外一方原因是仿射型市场风险

函数 f(Xt)=(λ1x1t,λ2x2t,λ3x3t)' 是状态变量的线性函数，因此能随

着状态变量正负方向的改变而改变，而二次方市场风险函数

f(Xt)=(λ1x1t

2
,λ2x2t

2
,λ3x3t

2
)' 和常数 型 的 市 场 风 险 价 格 f(Xt)=(λ1,λ2,

λ3)' 不能随着状态变量正负方向的改变而改变，因此模型 2 的

拟合能力更佳。
实际利率和模型隐含利率图如示：

4 结论

本文把离散时间二次方形式的利率期限结构模型应用

于上交所国债期限的研究，运用扩展的卡尔曼滤波法及拟极

大似然法估计该模型参数，发现二次方型模型能基本反映上

交所 2005 年 1 月 7 日到 2008 年 9 月 5 日 利 率 期 限 结 构 变

化特征。 并比较了常数型、仿射型和二次方型市场风险函数

对实际利率期限结构模型的拟合效果。 在二次方利率期限结

构模型下， 二次方市场风险函数对 1 年期利率拟合的最好；
对 2 年期利率的拟合，常数型和仿射型变现相当，都比二次

方型市场风险函数拟合的更佳；而对 3、4、5 年期利率期的拟

合，仿射型市场风险函数表现最好。
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期限(年)
1
2
3
4
5

模型 1
40.7231
19.8744
14.9503
14.4887
16.1930

模型 2
45.7927
19.4561
12.0185
10.5641
11.1705

模型 3
35.7265
25.4379
22.5810
20.6947
17.6780

表 2 各模型均方根误差 (单位：万分之一)

μ2 μ3 σ1 σ2 σ3 λ1 λ2 λ3 lnL
0.0113 0.0356 0.0672 0.0429 0.0000 -0.0657 0.0362 0.0058 5199.7
(2.23) (7.91) (56.84) (16.14) (0.00) (-5.41) (0.05) (3.27)
0.0297 0.0295 0.0014 0.0640 0.0405 -0.0223 0.0230 0.0182 5343.7
(3.54) (6.21) (0.68) (20.69) (4.69) (-2.70) (9.12) (5.73)
-0.0134 0.0205 0.0462 0.0357 0.0411 -0.0634 0.0276 0.0179 5372.8
(-2.48) (3.41) (20.54) (9.06) (5.20) (-3.06) (6.51) (12.79)

图 1 一年期实际利率和模型拟合利率比较

图 2 二年期实际利率和模型拟合利率比较

图 3 三年期实际利率和模型拟合利率比较

图 4 四年期实际利率和模型拟合利率比较

图 5 五年期实际利率和模型拟合利率比较
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