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摘 要

本文证明了异步离散四元数神经网络模型在其动力学演化过程中
,

网络的能量函数单调递减
,

网络最终将稳定在一个平衡态上
,

存贮图像在能量函数空间中对应一能量极小点
,

为网络的稳定吸引

子
。

关键 词
�
神经网络

,

四元数
,

图像识别

� 引 言

近年来
,

神经网络的研究在世界范围脚受到高度重视
,

它不仅对理解生物神经信息处理的

一些基本方面有帮助
,

而且还给新一代智能计算机的研究带来巨大影响
,

并将推动整个人工智

能领域的发展
。

该领域中一个重要课题即是多值图像自动识别
,

对于多值图像的识别
,

有两大

思路的工作
� 一类是直接利用二值 �叩�� �� 神经网络模型 ���

,

用多个二值神经来表示一个多态像

点
。

� 值灰度或彩色图像表示每一像点取值具有 � 种可能
,

从物理上可理解为外部空间的每一

个像点还存在着一个内部空间
,

该内部空间具有 � 种状态
�

因此另一类工作是用一个多值神经

元表示一个 � 值像点的状态
,

从而提出一些多值神经网络模型 �卜 �】
�

我们把四元数 圈 引入神

经网络中
,

建立了 �� 态四元数神经网络模型 �� 
,

文 �� 引入量子力学的 ��
�

�� 算符符号表示该模

型
,

自然地在连接矩阵中引人了四元数共扼空间
,

并研究了它的存贮容量
。

该模型具有以下的特

点 �
为双极 �� 态模型

,

可用现在成熟的集成电路兑现
�
可应用于 �� 值灰度或彩色图像识别中

,

其图像编码方式与计算机 �� 值图像编码一一对应
�
其存贮容量与 �叩�� �� 神经网络模型相同

。

本文对该网络定义了一个能量函数
,

通过对能量函数的考察
,

进一步分析了异步离散四元数神

经网络模型的存贮图像性质和动力学演化规律
。

� 四元数神经网络模型简介

四元数也称为 � 、� � ��� 数
,

具有一个实部和三个虚部
。

令四元数系

��几� � �。
� 。 � 。 � ��’

寸 。

了� 己石
, � ,

。
, � ,

己。几�

其中砚了
,

石表示虚部的三个基矢元
,

各基矢元间的乘法关系为
�

产 � 产� 户 � 一 �
,

万� 一刃� 石

�无 � 一无了� 乞
,

�乞� 一乞无� � ���

�
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由上可知
,

四元数虽不满足乘法交换律
,

但满足结合律
,

即有
。口荞口。

,

但 ��口�� �
。
�口的

。

因此
,

对

于四元数间的乘法运算
,

其前后排列顺序是很重要的
,

不可随意调动
,

但其运算秩序则可改变
。

对

任一四元数 。 � 。�
畴万

� 丽
,

定义其四元共扼
。

一
。 一乙孔好一丽

,

故有 。。

一 护 � 护�
。� � 护 � �。�

, ,

其中 �� 表示为
。 的模

,

可证有关系式

�。口�
‘
� 口

‘ � ‘

���

该式在下面的运算中会常出现
。

我们把四元数引入 �叩�� �� 模型中
,

建立了四元数神经网络模型
,

四元数神经元具有 �� 种

状态 �士 � 士 子士了士习
。

设网络存贮模式即基矢为 �川�� � �
,

⋯
,

� �
,

连接矩阵表示为总投影算符
�

� � 艺同训 ���

�川表示为 �川 的共扼基矢
。

连接矩阵 � 具有性质 �

� 二 � �

� � 表示 � 的共扼转置矩阵
。

故对任一态矢 �必
,

其有效局域场矢量为

�� � � � �� � ���

于是动力学方程为
�

�� � �� � � �� �艺�� � 。� �艺� �� �

其中 。为推广的四元数阶跃函数
。

创幻取值规则如下
� 当

二

的实部以及某一虚部不小于 。时
,

创
二

�的对应部分取为正单位元
� 当

工

的实部以及某一虚部小于 。时
,

创
二

�的对应部分取为负单

位元
。

对于四元数神经网络模型
,

我们可以定义对态矢 ��� 的能量函数为
�

“�� 
一 �� � �必一合艺劣几凡 �� �

, ,
夕� �

我们可证明对于任意具有 � � � � 性质的连接矩阵网络
,

能量函数定义式为一实数
� 能量函数的

共扼函数为

二 �� �
·

� 一

丢
,

艺 ��’� 工,凡�
·

�� 竺 �

�

一丢
,

艺公专又
‘, �二 �

�
二 一

丢
,

艺公寿及 � � �� �
‘, � � �

也即能量函数定义式为一实数
,

它说明该定义是合理的
。
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� 存贮图像的能量函数研究

对随机图像存贮的 �叩��  ! ∀ 模型
,

当网络的神经元个数 � 远大于存贮图像数 � 时
,

在能量

函数空间
,

存贮图像为 �叩�� �� 网络的能量极小值
。

对于四元数神经网络模型
,

同样可证明存贮

图像在能量函数空间中对应一能量极小点
。

对任一存贮图像 �必
,

其能量为
,

� ��
�

� �
一

告州
� 回

�
一

去又�
“ �。��“�

“

�

拼 � �

一 � , , 一

告艺�
。

一。��川
。

�

群必�

一 �� � � � � � �� �

当 � 》 � 时
,

第二项很小
,

可看作一微扰项
。

式 �川川�川必展开时
,

为 � � � 项和
,

其中有 � � � 项

为虚部而相互抵消
,

仅剩 �� � 项实数 � �
,
一 �的和

。

由于存贮图像的随机性
,

可得 � 为 �”� �� 一 ��

项随机实数 ��
,
一 � 的和

,

故其统计平均值为 �
,

均方差为
, � � � 、厉飞两二万

,

且具有正态分布
�

�

� 乙万『 乙�

�� �

设一输人图像 �必 与存贮图像 �的只有第一个四元数神经元中的一位不同
,

即

△夕� � � � 一 �� 笋�

况 � 男 �乞� ��

如 男 二 � � 了� 了� 石
,

而 � � � � 一 万� 了� 石
,

则易知有关系式
�

�犷
�

△� � △ �
�

�犷� 一�

△�
�

△ � � �

为求图像 夕的能量函数值
,

我们先分析下式
�

�� �。 ��
。

�� �

二
艺 劣男男

·

凡 �
艺劣男男

‘

�� 犷� △��
‘� �  

� �
艺��犷

� △� �
‘

�犷穷
·

凡 � ��� � △� �
� �犷

·

�犷��犷� △ � �

� � � � � ��犷
�

△� � △�
�

� ��� △�
�

△夕

�万 � 一 � �� 一 � �
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�

� �
�

� � 一

告艺�
� �,

‘

��。�� �
料� �

� 一 � , , � � �, 一 ��一告艺�
� �。��,

,

一� �

解详
�,

由于存贮图像及 � 图像的随机性
,

第二项仍可看作一微扰项
,

且同样可写为表达式 川 �
,

其中 �

为具有平均值为 。
,

均方差为
, �� �� 沥了丽丁�万的正态分布统计规律

,

故

� �� � 、 一� � � � ��� 一 ��� � � �

� � ��
少

� � � �� 一 1
)

> E
(
S
U
) ( 9 )

所以
,

对于该四元数神经网络模型
,

存贮图像在能量函数空间中对应一能量极小点
。

4 异步离散复相角神经网络模型的能量函数研究

与 H叩fie ld 模型类似
,

该模型同样可工作在完全异步方式下
,

或完全同步方式下
,

也可工作

在部分同步方式下
。

下面我们考察该网络工作在完全异步方式下
,

且不考虑 自反馈连接作用
,

即不考虑 自能情况时
,

网络能量函数的变化情况
。

异步工作方式是指在任一时刻 ,
,

只有某一按

某种顺序轮换或完全随机选择的神经元 葱的状态发生变化
,

而其他神经元的状态不变
。

不失一般性
,

设在时刻 t
,

只有神经元 ‘的状态发生变化
:

△S = 又 一
Sl

则能量变化量为
:

△ E = E 尹 一 E

一

告艺((
S,

r
。
)(
。
15

,

卜 (51。) (。rs } )
产= 1

N 人f

一

丢艺艺{男
‘

叮S犷
’

(
S
;
一 5

1
) + (S至一 5 1 )

·

s 犷秽
‘

男]
j二2 拼 = 1
N 入f N 材

一

告艺艺(
s犷男

‘

男)
·

(
S
;
一 5

1
)
+
(s 生一 5

1
)
+
(s ;

一 5
1
)
·

艺艺s犷男
‘

男
j=21, 二 1 j = 2拜二 1

若不考虑自能作用
,

去‘ = 。
,

因此

H ,

一奋艺办
扩:

‘

凡,
( 10)

j ZI 召二 1

并对四元数模型
,

设

H l = H l。 + i H
l l

+
j H 1 2 + 无H 13

△ S = △So 十 艺△5 1 + j △5
2 + 无△岛
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所以得能量差为
:

△E = 一

丢[
H犷△ S + △ S ‘

H
l

]

一

艺H
li△￡

(11)

从而由 创幻 的取值规则知
: 当 Hl

‘不小于 。时
,

。Hl
‘取为正单位元

,

即 △凡 非负
; 当 Hl

‘小

于 0 时
,

。Hl
‘
取为负单位元

,

即 △又 非正
。

因此总有

(12)
n讨

<一E△

也就是说
,

任意一个神经元
,

当其输出发生变化时
:
网络能量函数都将减少

,

也即在异步方式

下
,

且不考虑自能情况时
,

网络能量函数 E 随时间单调下降
。

由于能量有界
,

系统必趋于一个

稳定状态
,

并对应于能量函数状态空间的局域极小值
。

上节我们得出对于四元数神经网络模型
,

当网络的神经元个数 N 远大于存贮图像数 M 时
,

存贮图像在能量函数空间中对应一能量极小点
,

因此存贮图像为网络的稳定吸引子
,

一定噪声

范围的输入图像最终将稳定在该稳定吸引子上
。

对于工作在完全同步方式或部分同步方式下的四元数神经网络
,

由于在一次迭代中常不只

一个神经元发生变化
,

其网络能量函数 E 随时间的变化关系将不满足式 (14 )
,

情况会变得较复

杂
,

有待进一步研究
。

5 结 论

本文对四元数网络定义了一个能量函数
,

通过对能量函数的分析
,

证明了异步离散四元数

神经网络模型在其动力学演化过程中
,

网络的能量函数单调递减
,

网络最终将稳定在一个平衡态

上
。

网络的存贮图像在能量函数空问中对应一能量极小点
,

因此存贮图像为网络的稳定吸引子
。
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