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自� � 年代始
,

神经网络成为一个世界性的跨学科的研究热点
�

人工神经网络由于模

拟了人脑神经的基本功能和网络的基本结构特征
,

所以它具有了人脑所具有的分布式记
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忆
、

并行处理
、

联想记忆
、

分类与误差 自动校正等智能功能
�

二值 � 叩�� �� 模型 �� 可应用

于二值黑白图像的联想记忆识别中
�

但对于人 眼来说
,

它所大量识别的图象是彩色图

象
,

建立自动识别彩色图象的人工神经网络模型
,

无论从应用还是从理论上来看
,

都是

具有重要且广泛意义的
�

建立多态神经网络模型
,

基本上有两条思路
�

一是直接利用 �叩�� �� 模型
,

用多个

二值神经元来表示一个多态象点〔�一 ‘」� 另一方案是建立多态神经网络
,

用一个多值神经

元表示一个多态象点
�

� �� �� 等提出了离散态复相角神经网络模型阁
,

用复平面单位元

上的离散点表示多值象点
�

文献 � � �提出了 � 态神经网络模型
,

每个神经元可取 � 个整

数值
.
文献「7

,

8
] 各 自独立提出了四态复数神经网络模型

.
本文首次把 四元数 (H

am ilton

数)[0 〕引人神经 网络中
,

建立了 16 态离散四元数神经网络模型
,

并应用信噪 比理论和计

算机模拟讨论了该模型的稳定性和存储容量
,

该模型可应用于 16 色彩色图象识别中
,

本

文还给出了一个简单的彩色字符识别的计算机数值模拟实例
.

2 四元数简介

从历史发展来看
,

数经历了从 自然数 N
、

分数
、

整数 Z 到实数R
、

复数 c 的过程
.
从 R

到 C
,

事实上是从实数轴扩张到复平面
,

也即从一元数到了有实数单位 1 和复数单位i的

二元数
,

我们进而提出问题
:
是否能在更高维的点集中

,

引入加法和乘法
,

使它们成为包

含 R 和 c 的数集? 可以证明
,

我们可以引进 2
月

元数[0]
,

当
。
~ 0 时和 n~ 1 时我们分别得

到 R 和 C ; 而当
n= 2

,

3

,

4 时我们分别有四元数(H
am ilton 代数)

,

8 元数(C
ayley 代数)

以及 16 元数(C liff
ord 代数)

.

令 四元数系 Q (R )一 {
a : a 一a + bi + cj + d k

,
a

,

b

,
:

,

d e R
}

,

其中i
,

j

,

k 表示三个虚基

矢
,

用 自然的方式定义它的元素的加法
,

以及元素与实数的乘法
,

它的元素间的乘法规

定为用分配法去展开下式
:

(a。 + a 1
1 +

a 2
7 +

a 3
k ) ( b

。
+ b

l
i + b

Z

j +
b
3
k )

而其中
:

12~ 72= kZ= 一 1

jk - 一 kJ一八

lj - 一尹 ~

ki - 一ik -

( 1 )

由上可知
,

四元数中三个虚基矢元间的乘法是不可交换 的
,

乘法的不可交换性我们在量

子力学 中已很熟悉
.
在引人超复数数系时

,

R 和 C 的某些 良好性质会丧失
,

如四元数中

虚基元间乘法的不可交换性
.
但事实上

,

放弃某些性质也不一定是坏事
,

如实数 R 中有

大小概念
,

即实数是有序的
,

而扩张到复数 C 时
,

复数已不可能比较大小 了
,

即复数不

是有序的
,

但具有方向性的复数在近代物理学中得到了广泛深刻的应用
.
在四元数中乘

法是不可交换的
,

而这一性质正好用来描述刚体的定点转动的结合性
.

四元数虽不满足乘法交换律
,

但满足结合律
:
(a 月)y 一a( 尹y)

.
容易证明 Q (R )是一

个不可交换体
,

且 Q (R )一 {0} 是一个非 A be l乘群
.

可以看出
,

三个虚基元间的乘法规则与 Pa uli 矩阵的性质极为相似
,

利用 2x 2 单位

矩阵 E
:
以及 Pau h 矩阵

:



计 算 机 学 报 1995 年

7‘�

一
�日_ {

1 0 0

艺2一 } } 口二 一 {
、
0 1

}
(
1

( 2 )

一 1

11八目

一一氏

(其中i表示复数单位丫厂二丁) 我们可得到 Q (R )的一个矩阵实现
:

1一 E : ,

i ~ 一心。 J - 一必
, ,

k 一 一 必
二

( 3 )

对任一四元数
。
一 。十bl + 。j + d k

.

定义其四元共扼
。 ’

一a 一bi 一 cj 一 d k
.
故 aa

‘

一 矿

十夕+ 。2十d2 ~ }
。

1

2 ,

其中 lal 表示为
a 的模

·

据此我们还能证明刚体绕方向余弦为(c os
a ,

co

s 月
,

co sy ) 的轴
n ,

转角为 6的转动 R (n
,

0)

,

可以用

士Q (n
,

夕) = eo ss + s in夕 ( eo sa i+ eo s夕7+ eosyk ) (4 )

表示
,

如果要计算先进行转动 R (
n , ,

夕
,

)

,

然后进行转动 R (
n: ,

夕
2
)的联合转动

,

只要计算

出 Q (n
, ,

夕
l
)Q (n

: ,

0

2
) 并将它按式(5) 形式表示

,

便能得到合成转动的转轴
n 和转角 庆

由复数与平面上的转动的对应关系
,

我们可以定义复数的倒数
、

平方
、

开方等运算
.

类似于此
,

由四元数与三维刚体转动的关系
,

我们可以定义四元数的倒数
、

平方
、

开方

等运算
.
如平方为 矿一 Za

a 一 }a1
’,

倒数为 1/a 一
a ,

/ } aI

2 .

3 四元数神经网络模型

我们设四元数神经网络模型有 N 个神经元
,

每个神经元的状态为

(士 1士i士j士 k)

设存储 M 个记忆模式 夕一 {士 1士i士j士 k }
N (产一 1

,

2

, 一;
. ,

M
)

,

存储的样本由推广的

H ebb 学习规则构成连接矩阵
,

即
:

J _ 一 艺s:(s:)
·

J
~ 一A ( 5 )

(S方)
’

表示取 义 的四元共扼
,

对角元 A 为实数
.
若不考虑自反馈

,

则令 A 一。
;
若考虑自

反馈
,

可令 A 一 4 等
.
本文考虑 A 一。情况

.
则网络的四元动力学方程为

S ,
(
, + l ) 一 日{习J

.,
S

。

(
, ) } ( 6 )

四元函数酬刘 的取值规则如下
:
当x 的实部以及某一虚部不小于 。时

,

口{对 的对

应部分取为正单位元
,

当x 的实部以及某一虚部小于 o 时
,

口{x} 的对应部分取为负单

位元
,

如
:

日{ 2 一 5 1 + 72 + 3 k } = 1 一 i + j + k

日{ 一 2 一 5i 十 7j } 一 一 1 一 i + j 十 k 一

下面我们来证明当存储 M 个随机样本
,

且 M < 之歹可
,

存储样本为该四元数神经

网络的稳定吸引子
,

即
:
兮~ 口{J了}

.

设任一模式 S 一
a + ib + jc + kd

,

其中
a ,

b

, ‘ ,

d 一 士 1
.
我们可以把四元数连接矩阵和

迭代动力学方程分别展开为实部和各虚部部分
.
当输人图象为某一存储样本 夕一 {嵘 +

lb 认+ jc 篇+ kd 从}万
一 , ,

即 S (O )一夕 时
,

各实虚部的动力学迭代方程为
:
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琉
,

一 日生魂(;\’ 一 1 )a 众+ 凸。
}

气
,

一 日万4 (N 一 1 )b几+ 我}

‘添
, 一 日 { 4 (N 一 1) c粼+ 今}

d军 一 日{ 4( N 一 1 )d 盆+ 公。
}

戊 一 艺〔嵘乙恤扭二十 树粼 + “ + 武武

+ b条艺(b:
“二一 a:b二+ c:d 二一 d :c二)

十 嵘乙(c :‘ 一 a加二+ d , : 一 父武)

+ d 集艺(心试 一
u
润:+ 掀《 一 ‘拭)

我 一 习〔欠乙(公民 + ‘《 + 心武 + a扭 ,

( 7 )

其中

(8)
笋 , 月护 阴

+
‘
: 艺(

‘抽二一 b加; 一 d :‘ 十 a:武

+ d条艺

+ 嵘乙

(d牛b共一 b井d 二一 a 厂c蕊+ c井a共)

(a言b二一 b盒a二一 c厂d 二+ d言c二)

虚部 j 和 k 的方程 今
,

八 与虚部 i的类似
,

由虚部 b
, ‘ ,

d 轮换可得
.

这里实际求得的是信号
一

噪声展开式
,

( 7) 式中右边第一项为信号项
,

第二项为噪声

项
.
因随机存储模式具有伪正交性

,

所以(8) 式噪声项 戊
,

八 右边小括中为对具有随机分

布的士 1 求和
,

而这些和值大小表示了该四元动力学系统向嵘
,

鱿
, ‘盆

,

嵘(产并
,

) 迭代的可

能性大小
,

即向《
,

鱿
,

嵘
,

嵘(产护
,

) 迭代的权重
.
易知该权重的平均值为 o

,

均方差为

丫4(N 一 l)
,

则 得 浅
,

八 的 平 均 值 为 o ,

均 方 差 为 丫16(N 一 l) (M 一 1)
,

即

4丫又天二1万又两二丽
,

对虚部 j
,

k 同样存在以上关系
,

由此可得该模型的信噪比 sN R 为
:

SN R = 丫(N 一 1) / (材一 z) ( 9 )

当 N > > M 时
,

信噪比 SN R 远大于 1
,

所以网络向具有 4( N 一 1) 权重的 嵘
,

民
,

嵘
,

嵘 收敛
,

于是有 夕一酬JS
’

}

.

而当输入一个与存储样本 夕 相差不大的图象时
,

上述关系

仍近似成立
,

故经一次或数次迭代
,

网络自动地收敛于存储样本 了
.
即存储样本为该四元

动力学系统的稳定吸引子
.

该模型的信噪比等于 H op fie ld 模型的信噪比
.
而信噪比的大小决定了网络的存储容

量
,

所以该模型的存储容量与 H op fie kl 模型相当
.
下面我们应用信噪比理论求该模型的

存储容量比
a一M /N

.

由于存储模式的独立随机性
,

得噪声项 △ 具有正态分布
:

f (二) 一

专
exp:-

习 乙兀口

业二2竺1
ZJ‘ “

( 1 0 )

不失一般性
,

令嵘一 1
.
要 a军也为 1

,

也即信号项与噪声项的和不小于零
,

其几率为
:

{
一

f(
二 ) d 二 一

书}
-

J一2八
V
艺盯J 一 S N K

己x ex p仁一 今]
乙
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当 N
,

M 远大于 1 时
,

s N R 、 习/
两丽 一夕万压

,

所以 嵘 迭代错误
,

使 嵘
‘
- 一 1 的几率 尸

为
:

p (。) 一 1 一
{

一
_

f (
二 ) d 二

1 「因

一 一万二二 1 a x

V Z汀J 训色
~

ex p〔一 粉〕
‘

( 1 1 )

由式(9) 可得酬 中出错 的总数约为 4N X 尸
,

若假设 酬 中负分量的个数具有 Poi
sso n

分布
,

可得非负分量个数的几率
,

也即 了 为稳定吸引子的几率为
:

尸 = e x P {一 4N P (
a ) } (12 )

则
:

们丙 = 尸
一 ‘

( 一 In产/ 4 N ) ( 1 3 )

若设 p 为很接 近于 l 的常数
,

则一 In p /4 N 为一很小的正数
,

由近似关系 尸一 ‘

(x
) ~

丫 2 In (1/x )得
:

l/a ~ 2 In 4N

当 N 远大于 1 时
,

I
n4 N 、In N

,

则有

a ~
1

2 In4N
1

2 hi N
(14)

该结论与文献[10
,

l
lj 中所得的 H op fie ld 模型的存储容量比 1/2 In N 相同

.

下面我们用计算机数值模拟说明上述离散四元数神经网络模型的联想能力
.
网络中

设有 N 个神经元
,

多次随机产生 M 个存储图象
一

夕
,

把存储图象作为输人
,

统计出对不

同的 N 其正确回忆率大于某一临界值夕时的最大 M
,

可得该临界值月下的M 一 N 统计

曲线
.
图 1

,

2 画出了当 N 一 10
,

…
,

2
00 且取 月一 50

,

90 % 时的 M 一N 统计曲线
,

由图可得

该离散四元数神经网络当其神经元的个数较小时
,

其最大可存储的图象数近似为一直

线
,

且与 H 叩fie ld 模型的存储容量曲线平行
,

即具有同样的存储容量 比值
.
且由图中可

知
,

四元数模型 比 H 叩fie ld 模型的存储容量略低
.

50 100 150 200
50 100 .150 200

人产

图 1 网络中设有 刀 个神经元
,

存储图象

的正确回忆率大于 50 % 时的最大M 随 N

的统计曲线

N

图 2 网络中设有 N 个神经元
,

M 个存储

图象
,

存储图象的正确回忆率大于 90 % 时

的最大M 随 N 的统计曲线
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4 彩色图象的识别

在彩色显示屏中
,

所用的色彩混合方式为色彩光线的相加混色法
,

如红光加绿光得

黄光
.
考虑到四元数具有三个虚部

,

很 自然地我们可以把它和彩色显示屏上的三基色
:

红
,

兰
,

绿 对应起来
,

而其实数部分可表示色饱和度的两个级别
.
由于该四元数离散神经

网络模型有 16 个分量
,

则它可以存储由这三色复合成的 16 种色彩
.
由三色构成 16 种色

彩来近似表示一幅彩色图象
,

这在计算机的 EG A /V G A 等 16 色图形显示卡中已得到 了

大量的应用
.
这样对于三基色

:
红

,

兰
,

绿 可建立下面的对应表 1
.
可以看出

,

该 16 色神经

网络编码与二进制的计算机 16 色编码存在着一一对应关系
.

表 l 由三基色红兰绿构成 16 色

0 (一 1一 i一z一 k ) 黑 8 ( L l 一 :一厂
k) 深 灰

l (一 l 一 i一少+ k ) 兰 9 (+ 卜 一 , 一

z +
k

) 淡 兰

2 (一 l 一 i+ j 一 k) 绿 1自 曰
;一

: 一

厂k) 谈绿

3 〔一 1一
;
+ J 十 k) 青 }’ ( 1 1 一 , 今触 淡青

4 (一 1 + ,
一J 一 k ) 红 12 (+ 1 一 ‘一 厂

一

k) 淡红

5 (一 l + i一少+ k ) 紫 13 (+ 1 十 ,
一 7 十 k ) 淡洋红

6 (一 l + i+ z 一 k ) 24 ( + 1 4
一

i 十少一 k ) 黄

7 (一 1 + ;二 j丰 k) 淡 戈 1 5 ( + 1 十
,
十少+ k) 白

对于该四元数离散神经网络模型的 16 色彩色图象识别我们也进行了初步的计算机模

拟应用
,

如对图 3 所示的 7x 10 点阵字母 A 的识别
:
网络中存储有五种不同颜色(青 3

,

紫 5
,

深灰 8
,

淡洋红 13
,

黄 14) 的字母 A
,

模拟表明
,

这五种不同颜色的A (图 3) 均为该网

络的稳定存储图象
.
当输人一些稍有变形的字母 A

,

包括色彩改变或出现多余色彩斑点

等
,

该模型均能正确只别
.
如若输入一些其汉明距离达 30 ( 即噪声约 10 % ) 的稍有变形

的字母 A
,

该模型正确识别率约为 92 %
.
若输人一些其汉明距离达 50 (即噪声约 18 % )

的稍有变形的字母 A
,

正确识别率为 58 %
.
图 4 为一些约具有 10 % 噪声的变色字符

,

该

网络都能正确识别
.

5 讨 论

本文 言次是出了四元数离散神经网络模型
,

并从理论或数值模拟上初步考察了该模

型的有秘忘足性和存储容量能力
.
当网络存储 M 个随机样本

,

且样本数远小于神经元数

时 吉 1者样本为该四元数神经网络的稳定吸引子
.
该模型与 H oP fie ld 模型具有同样 的存储

谷量比值
,

但比 H 叩fie ld 模型的存储容量略低
.
我们认为该四元数神经网络模型

,

可应用

于 16 色彩色图象的识别中
.
其 16 色的神经网络编码方式与二进制的计算机 16 色编码

方式存在着一 一对应关系
.
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神经网络模型从数的推广上
,

由实数L〔
,

复数[v,
8二到 四元数 (H

am ilton 量)
.
四 元数

(H am ilt on 量 )离散神经网络模型能识别 2
‘
一 16 种色彩

,

自然我们可进一步推广建立 8

元数以及 16 元数神经网络模型
,

对 8 元数神经网络模型 , 习则可识别 2
8
一25 6 种色彩

.
由

复数与平面的转动对应关系
,

N
oe

at 建立了复相角神经网络模型〔5〕;同理
,

由四元数与刚

体三维转动的对应关系
,

我们也可建立四元数三维相角神经网络模型
,

该部分内容我们

将另文讨论
.
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图 3

7 丫 10 点阵的彩色字母 A
.
网络中存储有

五种不同颜色字母 A
:
青3

,

紫5
,

深灰8
,

淡

洋红 13
,

黄 14

图 4

随机产生的五个具有约 10 % 噪声的彩色

字母 A
,

网络能正确识别(各数字代表的颜

色见表l)
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