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摘要：附于预拉伸软基体上的弹性薄膜会发生局部屈曲，将这一特性应用于微纳米系统，可以发明新的可延展性电子器

件．通过变分法推导了压电薄膜／软弹性基板复合系统的控制方程，分析了基体预拉伸情况下的压电薄膜／基体复合系统的

整体屈曲机制．进一步研究了局部屈曲和整体屈曲的转换现象，得到了２种屈曲模式临界条件的解析解．结果发现，薄膜材

料的压电效应对整体屈曲和局部屈曲２种屈曲模式的临界条件都具有不可忽略的影响，压电薄膜系统比弹性薄膜系统具

有更高的刚度和更好的稳定性．
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　　附于软弹性基体上的弹性薄膜（如硅等）在预应变

或薄膜内力的作用下会发生屈曲，利用这一特性，现代

电子工业中制备出很多新型的柔性电子器件、精密测

量仪器和传感器等［１－４］．薄膜力和基体预应变所导致的

失稳现象是典型的应力失稳问题，是发生局部屈曲和

整体屈曲的的主要机制．Ｈｕａｎｇ和Ｓｕｏ［５］，Ｈｕａｎｇ［６］采

用线性扰动理论和能量方法，研究了附于黏性／黏弹性

基体上 受 薄 膜 内 应 力 作 用 的 弹 性 薄 膜 的 失 稳 问 题．
Ｈｕａｎｇ等［７］给出 了 附 于 软 弹 性 基 体 上 的 弹 性 薄 膜 的

一维正弦屈曲解和二维的屈曲分布形貌．Ｌｉ等［８］推导

出粘结于软基体上弹性薄膜的屈曲和后屈曲的三维解

析解，并研究了软基体和刚性支座之间结合条件对屈

曲行为的影响．为了考察附于软基体上弹性薄膜宽度

对屈曲的影响，Ｊｉａｎｇ等［９］给出了系统的实验和理论分

析结果．Ｗａｎｇ等［１０］推导得到弹性薄膜附于相同软基

体上的局部屈曲和整体屈曲的临界转换条件．所有关

于弹性薄膜附于软基体的屈曲和后屈曲研究工作都仅

限于弹性薄膜的范围．然而，压电／铁电薄膜附于软基

体的结构也可广泛应用于智能系统，如柔性电子器件、
微纳米机电系统和一些先进的医疗工程技术等［１１－１２］．

最近，Ｑｉ等［１１］将 纳 米 级 厚 度 的 压 电 条 带 粘 附 于 具 有

预应变的（ＰＤＭＡ）软基体上，释放基体，纳米厚度的压

电条带可形成波动形状．这种结构能够显著提高后续

的拉伸变形，并提高材料的压电性能．Ｆｅｎｇ等［１２］利用

类似于柔性电子器件的概念，采用先进的转印技术，在

ＰＤＭＡ基体上制 备 了 具 有 大 拉 伸 性 能 的 铁 电 纳 米 级

条带，并通过电场可以控制条带的屈曲波形和幅值．在
大应变变形时，这些可拉伸的铁电纳米级条带也表现

出了良好的铁电和压电特性．
本文基于压电薄膜的力－电耦合特性，运用变分原

理，得到了压电薄膜／弹性基体复合结构的力－电耦合

控制方程．研究在软弹性基体和刚性支座滑动连接情

况下，附于软基体上的压电薄膜的局部屈曲行为，压电

薄膜／软基体复合结构的整体屈曲行为．对比整体屈曲

和局部屈曲的临界应变，得到了两种屈曲的临界条件

的解析解．讨论压电效应对两种屈曲及其转换的影响，
结果表明薄膜的压电效应具有不可忽视的作用．

１　复合结构整体屈曲的临界应变

从软基 体 上 压 电 薄 膜 的 屈 曲 过 程 可 看 出（如 图

１），考虑压电薄膜 极 化 沿 其 厚 度 方 向，厚 度 为ｈ，长 度

为Ｌ０，附着于厚度为Ｈ 的预拉伸软基体上．
中性层的位置可表示如下：

ｅ＝ （ｃｂ１１Ｈ２－ｃｐ１１ｈ２）／２（ｃｂ１１Ｈ＋ｃｐ１１ｈ）， （１）

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by Xiamen University Institutional Repository

https://core.ac.uk/display/41355932?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1


第５期 付志鹏等：压电效应对软基体上压电薄膜局部和整体屈曲的影响 ·８２５　　 ·

其中，ｃｐ１１和ｃｂ１１分别代表压电薄膜和弹性基体的等效杨

氏模量．压电薄膜中的电势Φ可表示如下［１３］：

图１　软基体上压电薄膜的屈曲过程

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｐｒｏｃｅｓｓ　ｆｏｒ　ｆａｂｒｉｃａｔｉｎｇ　ｂｕｃｋｌｅｄ

ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｔｈｉｎ　ｆｉｌｍ　ｏｎ　ｓｏｆｔ　ｓｕｂｓｔｒａｔｅ

Φ＝Φ（０）＋ ｘ３
Ｈ＋ｈΦ

（１）＋
４ｘ３２

（Ｈ ＝ｈ）［ ］２ Φ（２），
　ｘ３ ∈ ［ｅ，ｅ＋ｈ］， （２）

其中，Φ（０），Φ（１），Φ（２）分别代表基准电势，外加电势和诱

导电势．忽略初始的微弱电场，并假设薄膜被短电极所

覆盖，则Φ（０）和Φ（１）的值为０，Φ（２）与薄膜的弯曲变形相

关．薄膜应变和弯曲应变可表示如下：

εｍｉｄ＝ ｕｘ１＋
１
２
ｗ
ｘ（ ）１

２
，εｂｅｎｄ＝－ｘ３

２　ｗ
ｘ２１

， （３）

其中，ｗ和ｕ分别代表薄膜的挠度和面内位移．应力和

电位移σ１１，Ｄｉ 可表示如下：

σ１１ ＝ｃｐ１１ε１１－ｅｐ３１Ｅ３，

Ｄ３ ＝ｅｐ３１ε１１＋εｐ３３Ｅ３，Ｄ１ ＝εｐ１１Ｅ１， （４）
其中，ｃｐ１１，ｅｐ３１，εｐ１１和εｐ３３为压电薄膜的等效材料常量，如

文献［１４］中 所 示，ε１１，Ｅｉ 为 应 变 和 电 场．基 于 以 上 公

式，可以得到复合结构电焓密度：

珘ｈ＝ １２
（ｃｐ１１＋ｃｂ１１）（εｍｉｄ＋εｂｅｎｄ）２－１２ε

ｐ
１１Ｅ２２－

　 １２ε
ｐ
３３Ｅ２３－ｅｐ３１Ｅ３ε１１． （５）

在整个结构上积分，可得到压电薄膜／弹性基体复

合结构的总电焓：

Ｈｔｏｔ＝∫
Ｌ０／２

－Ｌ０／２
ｄｘ１∫

ｅ＋ｈ

ｅ－Ｈ
珘ｈｄｘ３ ． （６）

基于变分原理，得到了如下的控制方程：
｛ｃｐ１１［ｅ＋ｈ）３－ｅ３］＋ｃｂ１１［ｅ３－（ｅ－Ｈ）３］｝

３
４　ｗ
ｘ４１

－

　Ｎ
２　ｗ
ｘ２１

－Ｔｗｘ１－
８［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］
３（Ｈ＋ｈ）２

ｅｐ３１

　
２Φ（２）

ｘ２１
＝ｑ，

５
４ｆ１ε

ｐ
１１
２Φ（２）

ｘ２１
－６４

［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］
３（Ｈ＋ｈ）２ εｐ３３Φ（２）－

　８
［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］
３（Ｈ＋ｈ）２

ｅｐ３１
２　ｗ
ｘ２１

＝０． （７）

其中，ｆ１ ＝∫
ｅ＋ｈ

ｅ
［４ｘ２３／（Ｈ＋ｈ）２－１］２ｄｘ３，ｑ为横向载

荷．面内薄膜力Ｎ 和剪切力Ｔ 可表示如下：

Ｎ ＝ｈｃ　ｐ１１ ｕｘ１＋
１
２
ｗ
ｘ（ ）１［ ］

２

，Ｔ＝Ｎｘ１
． （８）

Ｈｕａｎｇ等［７］指出：薄膜和基体间的剪切力对屈曲的影

响比较小．因此，薄膜力Ｎ 可假设在薄膜内均匀分布．
基于控制方程，整体屈曲时的挠度ｗ和电势Φ 可

假设为：

ｗ＝ Ａ２ １＋ｃｏｓ
２πｘ１
Ｌ（ ）０

，Φ（２）＝Ｂ２ｃｏｓ
２πｘ１
Ｌ０
，（９）

其中，Ａ和Ｂ 为 屈 曲 的 挠 度 幅 值 和 电 势 幅 值，两 者 耦

合．由于Ｎ 在 复 合 结 构 内 均 匀 分 布，根 据 方 程（３），
（８）～（９），可以得到：

εｍｉｄ＝π
２　Ａ２
４Ｌ２０

＋ＬＬ０－
１＝π

２　Ａ２
４Ｌ２０

－ εｐｒｅ
１＋εｐｒｅ

， （１０）

其中，εｍｉｄ＝Ｌ０／Ｌ－１为软基体的预应变．压电薄膜／
弹性基体复合结构的总电焓便可以得到：

Ｈｔｏｔ＝ １２
（ｃｐ１１ｈ＋ｃｂ１１Ｈ）Ｌ０ π

２　Ａ２
４Ｌ２０

＋ＬＬ０－（ ）１
２

＋

　π
４　Ａ２
３Ｌ３０

｛ｃｐ１１［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］＋ｃｂ１１［ｅ３－（ｅ－Ｈ）３］｝－

　π
２　ｆ１εｐ１１Ｂ２

４Ｌ０ －４
［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］Ｌ０εｐ３３Ｂ２

３（Ｈ＋ｈ）４ ＋

　４π
２［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］ｅｐ３１ＡＢ
３Ｌ０（Ｈ＋ｈ）２

． （１１）

令 总电焓取极值，即Η
ｔｏｔ

Ａ ＝０和Ｈ
ｔｏｔ

Ｂ ＝０，即可得到Ａ

的解．
当幅值Ａ刚刚 大 于０时，结 构 开 始 屈 曲，因 此 通

过上式可以得到整体屈曲的临界应变εｇｌｏｂａｌｃ 为：

εｇｌｏｂａｌｃ ＝

　
４π２｛ｃｐ１１［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］＋ｃｂ１１［ｅ３－（ｅ－Ｈ）３］｝

３Ｌ２０（ｃｐ１１ｈ＋ｃｂ１１Ｈ）
＋

　 ８ｆ２［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］ｅｐ３１
３（Ｈ＋ｈ）２（ｃｐ１１ｈ＋ｃｂ１１Ｈ）

． （１２）

其中，

ｆ２ ＝
８π２（Ｈ＋ｈ）２［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］ｅｐ３１

３π２（Ｈ＋ｈ）４　ｆ１εｐ１１＋１６Ｌ２０［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］εｐ３３
．

（１３）
当 （Ｌ０－Ｌ）／Ｌ０ ＜εｇｌｏｂａｌｃ 时，系 统 不 会 屈 曲．一 旦
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（Ｌ０－Ｌ）／Ｌ０ 超过εｇｏｌｂａｌ，便会产生整体屈曲，如图１（ａ）

所示．如果令ｅｐ３１＝０，公式（１２）便可退化为弹性薄膜／

软基体复合结构的整体屈曲的临界应变，如下所示：

εｇｌｏｂａｌｃ０ ＝

　
４π２｛ｃｐ１１［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］＋ｃｂ１１［ｅ３－（ｅ－Ｈ）３］｝

３Ｌ２０（ｃｐ１１ｈ＋ｃｂ１１Ｈ）
，

（１４）

这个结果与文献［１０］中不考虑剪切力的结果一致．

２　压电薄膜局部屈曲的临界应变

本节我们讨论压电薄膜的局部屈曲问题．考虑如

图１（ｂ）所示模型，为了便 于 计 算，将 坐 标 原 点 设 定 在

压电薄膜和软基体交界处．压电薄膜内的电势Φ可表

示如下：

Φ＝Φ（０）＋ｘ３ｈΦ
（１）＋

４（ｘ３－ｈ／２）２

ｈ２ －［ ］１Φ（２），
　ｘ３ ∈ ［ｅ，ｅ＋ｈ］． （１５）

当控制方程（７）中ｃｂ１１＝０、Ｈ＝０，则可退化得到压

电薄膜的力－电耦合控制方程：

ｈ３
１２ｃ

ｐ
１１
４　ｗ
ｘ４１

－Ｎ
２　ｗ
ｘ２１

－Ｔｗｘ１－
２ｈ
３ｅ

ｐ
３１
２Φ（２）

ｘ２１
＝ｑ，

２ｈ
３珋ε１１

２Φ（２）

ｘ２１
－１６３ｈε

ｐ
３３Φ（２）－２ｈ３ｅ

ｐ
３１
２　ｗ
ｘ２１

＝０． （１６）

基于上述控制方程，可假设挠度ｗ和电势Φ（２）为：

ｗ＝Ａｃｏｓｋｘ１，Φ（２）＝Ｂｃｏｓｋｘ１ ， （１７）

将公式（１７）、（８）代入公式（１６）中，可以得到：

ｃｐ１１
１２ｈ

１２σ０ｈ２ｋ２

ｃｐ１１
＋ｈ４ｋ４　１＋３Ａ

２

ｈ（ ）［ ］２｛ ＋

　２３
ｅｐ２３１ｈ３ｋ４

８εｐ３３＋珋ε１１ｈ２ｋ ｝２ ｗ＝ｑ． （１８）

若单独考虑弹性基体，则构成了弹性体边值问题．
文献［６］中给出了弹性基体边值问题的一般解．由于弹

性基体和支座为滑动连接，且忽略了薄膜和基体间的

剪切力，所以边界条件可以表示如下：

ｘ３ ＝－Ｈ∶ｕ３ ＝０，σ３１ ＝０，

ｘ３ ＝０∶ｕ３ ＝Ａｃｏｓｋｘ１，σ３１ ＝０． （１９）

通过求解弹性边值问题，可得到文献［６］一般解中

的各个系数：

Ｃ１ ＝－ ４μｋ１＋ｋ
［ｃｏｔｈ（ｋＨ）－ｋＨ＋ｋＨｃｏｔｈ２（ｋＨ）］Ａ，

Ｃ２ ＝－ ４μｋ１＋κ
Ａ，Ｃ３ ＝ ４μｋ１＋κ

Ａ，

Ｃ４ ＝ ４μｋ１＋κ
ｃｏｔｈ（ｋＨ）Ａ， （２０）

其中μ为基 体 的 剪 切 模 量，ｋ＝２π／Ｌ为 波 数，κ＝３－

４ｖ．当ｘ３＝０时，将公式（２０）代入文献［６］中σ３３的表达

式，可得到弹性基体上表面的面载荷与挠度之间的关

系，简化之后可表示为：

σ３３ ＝ｇ珚Ｅｓｋｗ ， （２１）
其中，

ｇ＝ １２
［ｃｏｔｈ（ｋＨ）＋ｋＨｃｓｃｈ２（ｋＨ）］． （２２）

利用薄膜和基体 的 边 界 连 续 性 条 件σ３３＝－ｑ，可

以得到：

Ａ＝ ２ｋ －ｈ
２ｋ２
１２ －

ｇ珚Ｅｓ
ｈｋｃ　ｐ１１［ －

　２３
ｅｐ２３１ｈ２ｋ２

ｃｐ１１（８εｐ３３＋珋ε１１ｈ２ｋ２ ］）
１
２

． （２３）

将公式（２３）代入公式（８）中，可得到：

Ｎ ＝ｈｃ　ｐ１１ ｈ
２ｋ２
１２ ＋

ｇ珚Ｅｓ
ｈｋｃ　ｐ１１（ ＋

　２３
ｅｐ２３１ｈ２ｋ２

ｃｐ１１（８εｐ３３＋珋ε１１ｈ２ｋ２ ））． （２４）

特征波数ｋ应该是薄膜内力取极小值时的解，即

通过临界条件Ｎ
ｋ＝０

得到．当ｋＨ→∞和Ｈ／ｈ→∞时，

ｇ→１／２，相应 的 特 征 波 数，特 征 薄 膜 内 力 和 临 界 应 变

可表示为：

ｋｃ ＝ １ｈ

３

３　Ｅ
－
ｓ

ｃ　ｐ１１
１

ｌ２ｃ ＋槡 １
，Ｎｃ ＝ １４ｈｃ　

ｐ
１１
３珚Ｅｓ
ｃｐ（ ）１１

２
３

　（ｌ２ｃ ＋１）
１
３，

εｃ ＝ １４
３珚Ｅｓ
ｃ　ｐ（ ）１１

２
３

ｌ２ｃ ＋１（ ））
１
３， （２５）

其中，ｌ２ｃ＝ｅｐ２３１／ｃｐ１１εｐ３３为压电薄膜的力 －电耦合系数．

３　压电薄膜局部屈曲和整体屈曲的转

换关系

　　在外加压应力或者预拉应变作用下，当软基体厚

度较小时，压 电 薄 膜／软 基 体 复 合 系 统 易 发 生 整 体 屈

曲；当软弹性 基 体 厚 度 较 大 时，则 薄 膜 易 发 生 局 部 屈

曲．本节我们将通过数值结果来讨论薄膜局部屈曲和

整体屈曲 的 转 换 关 系．取 厚 度ｈ＝１μｍ、长 度Ｌ０＝３
ｍｍ的ＰＺＴ－５Ｈ压电陶瓷薄膜／ＰＤＭＳ基体作为研究

对象，薄膜的极化方向为ｏｘ３ 方向，其材料常量为［１３］：

ｃｐ１１ ＝６．５５×１０１０（Ｎ／ｍ２），ｅｐ３１ ＝－２３．２（Ｃ／ｍ２），

εｐ１１ ＝２．０４×１０－８（Ｆ／ｍ），

εｐ３３ ＝１．７６×１０－８（Ｆ／ｍ）．
图２给出了不同弹性系数的压电薄膜／软基体和

弹性薄膜／软基体的局部屈曲及整体屈曲的临界应变
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图２　局部屈曲与整体屈曲的临界应变随薄膜／基体厚度的变化

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｓｔｒａｉｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｌｏｃａｌ　ａｎｄ　ｇｌｏｂａｌ　ｂｕｃｋｌｉｎｇ

ｖｅｒｓｕｓ　ｆｉｌｍ／ｓｕｂｓｔｒａｔｅ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

随基体／薄膜厚度的变化．数值结果表明，当软基体的

厚度增加到 一 定 数 值 时，压 电 薄 膜／软 基 体 和 弹 性 薄

膜／软基体均会由整体屈曲转换为局部屈曲．不管是整

体屈曲还是局部屈曲，压电薄膜／软基体都需要比弹性

薄膜／软基体更 大 的 应 变，压 电 效 应 可 以 增 加 系 统 刚

度，提高系统的稳定性．随着软基体弹性系数的减小，
压电效应的影响愈来愈不明显，也就是说，减小软基体

的弹性系数可以削弱薄膜压电效应的影响．同样，不管

是整体屈曲还是局部屈曲，随着软基体的弹性系数的

增加，２个系统均需要更大的应变，即，增加软基体 的

弹性系数可以增加系统的稳定性．
通过数值结果发现，整体屈曲和局部屈曲的转换

点总是发 生 在 局 部 屈 曲 的 水 平 直 线 段，此 时 Ｈ／ｈ→
∞，所以通过公式（１２）和公式（２５），令εｌｏｃａｌｃ ＝εｇｌｏｂａｌｃ ，可
以得到２种屈曲模式转化的临界波长，即

Ｌｃｒ ＝

　 ａｄ＋ｂ－ｃｇ＋
［（ｃｇ－ａｄ－ｂ）２＋４ａｃｄｇ］

１
２

２ｄ｛ ｝ｇ

１
２
，

（２６）

其中，

ａ＝４π
２｛ｃｐ１１［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］＋ｃｂ１１［ｅ３－（ｅ－Ｈ）３］｝

３（ｃｐ１１ｈ＋ｃｂ１１Ｈ）
，

ｂ＝６４π
２［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］（ｅｐ３１）２

３（ｃｐ１１＋ｃｂ１１Ｈ）
，

ｃ＝３π２（Ｈ＋ｈ）４　ｆ１εｐ１１，ｄ＝１６［（ｅ＋ｈ）３－ｅ３］εｐ３３，

ｇ＝εｌｏｃａｌｃ ．
当发生局部屈曲时，Ｌ＜Ｌｃｒ，当发生整体屈曲时，Ｌ

＞Ｌｃｒ．表达式（２６）可 退 化 为 弹 性 系 统 的 结 果，与 文 献

［１０］中忽略了剪切项的临界波长表达式一致．图３给出

了整体屈曲和局部屈曲的关于薄膜临界波长和基体／薄

膜厚度比的临界曲线．该曲线以上为整体屈曲，以下为

局部屈曲．从图３的结果可以发现，在薄膜临界波长（或
薄膜长度）一定的条件下，由整体屈曲转换为局部屈曲，
压电系统比弹性系统需要更大的基体厚度，也就是说，
压电系统更难于发生局部屈曲．特别对于中厚度软基体

上的压电薄膜，压电效应对于整体屈曲与局部屈曲转换

的影响尤其显著．

图３　压电系统和弹性系统的局部屈曲和整体屈曲临界状态

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｌｏｃａｌ　ａｎｄ　ｇｌｏｂａｌ　ｂｕｃｋｌｉｎｇ

ｆｏｒ　ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ａｎｄ　ｅｌａｓｔｉｃ　ｓｙｓｔｅｍｓ

４　结　论

本文分析了压电薄膜／软基体复合系统的整体屈曲

和局部屈曲行为．通过变分原理推导并获得了压电薄

膜／软基体复合系统的力－电耦合控制方程，并利用系统

的电焓最小原理，得到了压电薄膜／软基体整体屈曲的

临界应变．通过求解弹性体边值问题，进一步得到了基

体变厚度情况下薄膜局部屈曲的临界应变．讨论了压电

薄膜／软基体及其退化后的弹性薄膜／软基体的整体屈

曲和局部屈曲转换关系，获得了２个系统的整体屈曲和

局部屈曲转换临界条件的解析解．数值讨论了压电效应

和基体弹性系数对复合系统２种屈曲模式的影响．研究
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结果发现，压电效应对压电薄膜的整体屈曲和局部屈曲

均有不可忽略的作用，压电薄膜系统比弹性薄膜系统具

有更高的刚度和更好的稳定性．
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