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不同于线性压电材料， 电致伸缩材料不仅其应

力、 应变与电场的平方成正比， 而且介电常数与材

料应变也成正比， 因此， 电致伸缩材料本构方程呈

非线性. 由于电致伸缩材料贮能密度大， 机电转换

电致伸缩材料非线性力学计算中的几个问题
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摘要： 由于电致伸缩材料本构方程的非线性特性， 该材料在力学理论计算、 材料参数测试中会出现一定的困难 .
同时， 电场体积力在计算与实验中也应纳入考虑范围. 文章给出了一种合适的电致伸缩材料的本构方程， 并指出

电场体积力的表达式取为 Maxwell 应力较为合适. 利用一种简单模型， 给出了 0 阶近似下的 2 种处理方式（考虑电

场体积力与否）的近似解以及一般处理方式下的解析解. 利用推导结果得到了这 3 种不同处理方式下的位移、应力

场数值算例. 结果表明， 应根据不同条件， 在具体计算中合理地处理电场非线性效应以及电场体积力才能得到符

合实际情况的结果.
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Abstract：It is difficult to give the theoretical calculating and constants measuring for the electrostrictive materials，

since the constitutive equations of this kind of materials are nonlinear. In addition， the electric body force should be

taken into consideration. In this paper， the proper constitutive equations have been given. And it is suggested that

Maxwell stress is suitable for the electric body force. According to the three different treatments， i.e.， the two approx-

imate solutions of 0 order （electrical body force considered or not） and analytical solution for general case， the gener-

al solutions for a simple model are worked out. Finally， several numerical examples of displacement and stress fields

are listed in the table. The numerical results reveal that， the electric nonlinear effect and the electric body force should

be considered properly according to the different conditions.
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效 率 高 ， 其 常 被 用 来 制 造 作 动 器 、 微 机 电 系 统

（MEMS）和人工肌肉等.
在电致伸缩材料理论分析方面， Kuang[1]利用变

分原理对电、 磁弹性固体进行了深入的研究， 并对

电致伸缩本构方程、电场体积力以及力学边界条件

进行了详细的论述；Jiang 和 Gao[2]对空心电致伸缩

圆 筒 中 的 轴 对 称 应 力 进 行 了 讨 论；Gao 和 Mai[3]对

机-电混合加载条件下电致伸缩介质的断裂进行了

富有意义的探讨；Gao[4]等人还给出了电致伸缩固体

中裂纹问题的解析解；Beom[5]在 2006 年对电致伸缩

材料中绝缘裂纹端部渐进场进行了研究；Jiang[6]等

人 给 出 了 该 材 料 的 位 移 函 数 基 本 解 法 . 在 电 致 伸

缩材料参数测量方面， 国内外学者对包括陶瓷和聚

合物在内大量电致伸缩材料的电致伸缩常数做了

测量. Sunder 和 Newnham[7]对低介电常数材料的电

致伸缩电致伸缩常数进行了测定；Cheng[8]等人研究

了共聚合物的电致伸缩性能；Eury[9]讨论了 高 分 子

聚合物的电致伸缩性能；Shekel 和 Klingenberg [10]分

别测定了 MP1495 和 MP1880 的电致伸缩常数 . 结

果表明， 不同作者测量的电致伸缩常数值 差 异 很

大. 可以看出， 考虑不同的边界条件以及不同电场

体积力表达形式， 都将导致电致伸缩力学理论计算

和材料常数测定结果的多样性.
因此， 本文提出了一种较为合适的电致伸缩非

线性本构方程以及电场体积力表达式. 同时对一种

理想的均匀电场加载模型分几种不同的处理方式

进行了理论推导和数值计算. 结果表明， 在变形与

介电常数较大时， 电致伸缩非线性效应以及电场体

积力对理论计算与常数测量影响很大.

1 电致伸缩材料基本方程

1.1 本构方程

Stratton[11]利用虚功原理给出了电场作用下的电

致伸缩应力， Landau[12]推导了在电场中固体电介质

的电致伸缩应力， 但均未给出本构方程；Kuang[13]对

固体电介质在电场中受力进行了详细的分析. 应用

热力学的内分量理论， 定义电 Gibbs 自由能如下：

g
e
= g

e
（e， T， E） =

= 1
2 Cijkl

ET
eij ekl - dkij

T
eij Ek - 1

2 εij

eT
Ei Ej -

1
3 Cijklmn
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eij ekl emn - 1

2 pmijkl

T
Em eij ekl -

1
3 εijm

eT
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2 lijkl
T
eij EkEl + … （1）

式中， Cijkl

ET
和 Cijklmn

ET
为等温、等电场强度的四、六阶刚

度；eij 和 Ei 分别是应变和电场强度；ε ij

eT
和 ε ijm

eT
是等

温、等应变的二阶和三阶介电常数；dkij

T
、pmijkl

T
和 lijkl

T
分

别为等温压电常数、电弹性常数和电致伸缩常数.

根据如下关系：

σij =
坠g

e

坠eij
， Di = - 坠g

e

坠Ei
（2）

在等温情况下， 应力和电位移为

σij = Cijkl

ET
ekl - dkij

T
Ek - Cijklmn

ET
ekl emn -

1
2 pmijkl

T
Em ekl -

1
2 lijkl

T
EkEl + … （3a）

Dk = dkij

T
eij + εik

eT
Ei + pkijmn

T
eij emn +

εijk

eT
Ei Ej + lijkl

T
eij El + … （3b）

对于对称的晶体以及聚合物， 具有奇数项下标

的常数退化为 0. 忽略六阶以上的高阶小量， 得到

电致伸缩本构方程如下：

σij = Cijkl

ET
ekl -

1
2 lijkl

T
EkEl （4a）

Dk = （εkl

eT
+ lmnkl

T
emn ）El （4b）

由式（4）可以看出， 应力与电场平方项成正比，

介电常数与应变有关. 对各向同性材料， 本构方程

可以表示为

σij = 2μeij + λekk δij -
1
2 a1EiEj -

1
2 a2EkEk δij （5a）

Dk = εkl El （5b）

εkl = εkl

eT
+ a1 ekl + a2 ekk δkl （5c）

式 中：a 1 和 a 2 为 相 互 独 立 的 2 个 电 致 伸 缩 常 数 ；

δ ij 为 Kronecker 符 号；λ 和 μ 是 Lame 常 数， 可 以

用Young′s 弹性模量 Y 和泊松比 ν 表示为

λ = Yν/[（1 + ν）（1 - 2ν）]和 μ = Y/[2（1 + ν）]
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1.2 电场体积力

对于高介 电 常 数 电 介 质， 必 须 考 虑 电 场 体 积

力. 一般电荷库仑力为最直观的电场体积力， 但这

一认识并不全面. 实验结果表明， 不含自由电荷的

绝缘体在电场中也会存在电场体积力. Sttraton[11]利

用能量守恒定律， 给出了笛卡尔坐标系中的电场体

积力表达式如下：

f i
e
= ρEi -

1
2 EkEk

坠ε0

坠xi
- 1

2
坠
坠xj

（a1EiEj +

a2EkEk δij ） +
坠（Cijkl ekl ）

坠xi
（6）

式中， 首项是电荷所受库仑力， 第二项和第三项是

由材料介电常数以及电场不均匀引起的电场体积

力， 最后一项为纯弹性效应.
另外， Landau 和 Lifshitz[12]根据虚位移原理， 得

到了如下形式的电弹性应力：

σij = σij

0
+ 1

2 （2ε0 - a1 ）EiEj -

1
2 （ε0 + a2 ）EkEk δij （7）

式中 σij

0
是纯弹性应力， ε0 是无应变时的介电常数.

Landau 和 Lifshitz[12]同时指出电场体积力也可以表

示为 f i
e
= 坠σij / 坠xj ， Kuang[13] 和 Suo[14]等人也对上面

电应力表达式进行讨论， 本文不再赘述.
事实上， 由式（6）和（7）表示的电场体积力为电

弹性有质动力， 并非真正的电场体积力， 均包含了

机械电弹性应力. 本文认为， 忽略介质的变形时（刚

性介质）， 电场体积力可以简单的表示一类应力的

散度如下：

f i
e
=

坠σij

M

坠xj
（8）

式中， σij

M
称为 Maxwell 应力， 可以表示为

σij

M
= 1

2 （DiEj + DjEi - DkEk δij ） （9）

这里特别指出， 以 Maxwell 应力张量表示的电

场体积力形式比较合理， 其可通过 Minkowski 变换

自然得到. 可变形固体的电场体积力同样可以表示

为上面的形式， 可用刚性介质中的 Maxwell 应力进

行推广， 即可变形介质所受的电场体积力也可以用

式（9）来表示. 但是需要指出的是， 由于变形， 介电

常数将发生变化， 介质中的电场需要重新计算.
1.3 平衡方程、几何方程及边界条件

与纯弹性材料类似， 电弹性材料的力学平衡方

程为

坠σij

坠xj
+ f i

e
= 0 （10）

且几何关系如下：

eij =
1
2 （

坠ui

坠xj
+

坠uj

坠xi
） （11）

电致伸缩计算中的力学边界条件分为位移边

界以及应力边界条件可写成以下形式：

ui = u軈i （12a）

（σij + σij

M
）nj = X軍i

M

+ σij

Me
nj （12b）

式中， u軈i 为已知位移边界值， X軍i

M

为应力边界面的外

加机械面力， σij

Me
为外界环境的 Maxwell 应力.

2 3 种典型计算条件下电致伸缩模型的位

移、应力场

事实上， 在复杂边界条件、复杂机-电加载条件

下， 由于非线性本构关系， 电致伸缩材料的力学计

算在数学上存在着本质上的困难. 为了研究电致伸

缩非线性应力与电场体积力在不同条件下对理论计

算和电致伸缩常数测量的影响， 本文以上下涂有柔

性电极涂层的电致伸缩块体（其尺寸为 b × c × h）作

为模型 （见图 1）， 利用不同处理方式， 对模型的位

移、 应力场进行了计算. 在理论计算中， 同时假定模

型为自由边界， 且不考虑电场、应力场的边缘效应.

图 1 上下表面涂有电极的电致伸缩块体模型示意图

x1

x3

x2

h

c
b

Electrode

Electrode
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对本文 研 究 模 型， 令 上 下 板 之 间 电 势 差 恒 为

U. 基于前面假定， 模型中的电场与应力场在全区

域 均 匀 分 布， 平 衡 方 程 自 动 满 足 . 因 此， 在 后 面

理论计算中， 仅需根据边界条件即可求出全区域

电场、位移与应力分布. 介质中的电场强度可表示

如下：

E1 = 0， E2 = 0， E3 = U
h （13）

在此电场加载下， 不计刚体平移与转动， 位移

场可以假设为

u1 = γ1 x1 ， u2 = γ2 x2 ， u3 = γ3 x3 （14）

式中， γ1 ， γ2 和 γ3 为待定常数. 根据式（11）， 应变为

如下形式：

e11 = γ1 ， e22 = γ2 ， e33 = γ3 ，

e12 = 0， e13 = 0， e23 = 0

本文对 3 种典型的处理方式分别进行了理论

计算：

1）不计电场体积力及介电常数与应变的耦合；

2）不计变形对介电常数的影响；

3）全面考虑电场体积力和介电常数与形变 之

间的耦合.
当忽略电场体积力和应变对介电常数的影响

时， 此为不计电场体积力的 0 阶近似计算 （计算方

式（1））. 由式（12b）得

σ11 = 0， σ22 = 0， σ33 = 0，

σ12 = 0， σ13 = 0， σ23 = 0 （16）

将 式（13）、（15）和（16）代 入 本 构 方 程（5a）中，

可以得到全空间各点位移如下

u3 = U
2

2h
2
μ（2μ + 3λ）

[a1 （μ + λ） + a2μ]x3 （17a）

u1 =
U

2

4h
2
μ（2μ + 3λ）

（-a1λ + 2a2μ）x1 （17b）

u2 = U
2

4h
2
μ（2μ + 3λ）

（-a1λ + 2a2μ）x2 （17c）

当考虑电场体积力， 但忽略介质对介电常数的

影响时， 此为计入电场体积力的 0 阶近似计算 （计

算方式（2））. 由式（5）、（9）、（12b）和（13）得

σ11 =
ε0U

2

2h
2 ， σ22 =

ε0U
2

2h
2 ， σ33 = -

ε0U
2

2h
2 （18a）

σ12 = 0， σ13 = 0， σ23 = 0 （18b）

将 式（13）、（15）和（18）代 入 本 构 方 程（5a）中，

可以得到

u3 = U
2

2h
2
μ（2μ + 3λ）

[a1 （μ + λ） +

a2μ - ε0 （μ + 2λ）] x3 （19a）

u1 = U
2

4h
2
μ（2μ + 3λ）

[-a1λ + 2a2μ +

ε0 （μ + λ）] x1 （19b）

u2 = U
2

4h
2
μ（2μ + 3λ）

[-a1λ + 2a2μ +

ε0 （μ + λ）] x2 （19c）

当考虑电场体积力和应变对介电常数的影响

时， 此为一般条件下的强非线性电弹性分析 （计算

方式（3））. 由式（5）、（9）、（12b）、（13）和（15）得

u3 =
a1 [a2U

2
- 2h

2
（λ + μ）] + 2[a2

2
U

2
- a2h

2
μ + ε0h

2
（2λ + μ）]

2h
2
[a1U

2
（2λ + μ） + μ（6λh

2
+ 4μh

2
- a2U

2
）]

U
2
x3 （20a）

u1 =
a1
2
U

2
+ 2a2

2
U

2
+ a1 （3a2U

2
- 2h

2
λ） + 4a2h

2
μ + 4ε0h

2
（λ + μ）

4h
2
[a1U

2
（2λ + μ） + μ（6λh

2
+ 4μh

2
- a2U

2
）]

U
2
x1 （20b）

u2 =
a1
2
U

2
+ 2a2

2
U

2
+ a1 （3a2U

2
- 2h

2
λ） + 4a2h

2
μ + 4ε0h

2
（λ + μ）

4h
2
[a1U

2
（2λ + μ） + μ（6λh

2
+ 4μh

2
- a2U

2
）]

U
2
x2 （20c）

同样， 可以得到介质中的应力场如下

σ11 =
U

2
[2a1 a2U

2
μ + a1

2
U

2
（λ + μ） + μ（3a2

2
U

2
+ 2h

2
ε0 （3λ + 2μ）]

2h
2
[a1U

2
（2λ + μ） + μ（-a2U

2
+ 2h

2
（3λ + 2μ）]

（21a）

（15）
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从上述 3 种典型的计算方式来看， 前 2 种属于

近似计算， 与传统的热应力以及存在体积力的弹性

问题相似， 计算过程简单， 结果简洁. 这 2 种方式

实质是将机-电解耦， 先求电场， 再求应力场， 将

问题作线性处理， 属于 0 阶近似. 第 3 种计算方式

为全面考虑了电场体积力和介电常数与变形之间

的耦合， 计算过程复杂 . 由于本构方程的非线性，

计算方式（3）仅能在极少数情况下得到解析解 . 同

时可以看出， 计算方式（3）所得位移场与应力场不

仅与外界加载以及材料常数有关， 还与材料的几何

尺寸有关， 呈很强的物理与几何非线性效应.

3 算例分析

很明显， 前面给出的 3 种不同计算方式所得结

果在表达式上有较大差异， 在本部分以数值算例形

式对这 3 种结果进行比较. 本文中的模型取 x3 方向

为单位厚度 1 并且在该方向上电场加载 U = 105 V，
电致伸缩常数 a2 = -4.899 × 10-6 Fm-1， a1 = 2a2 .

通过式（16）~（21）可知， 各向同性电致伸缩材

料中的位移， 应力场在 3 种计算方式上均满足如下

条件 u1 = u2 ， σ1 = -σ3 ， σ2 = -σ3 ，σ12 = 0， σ13 =

0 ，σ23 = 0. 基于这些关系， 本文仅给出在 x1 = b 和

x3 = h 时的位移 u1 ， u3 以及全场 σ3 的数值. 为了便

于比较， 本文对位移和应力做无量纲处理， 即 u1

*
=

u1 /b， u3

*
= u3 /h， 以及 σ33

*
= σ33 /[U

2
a2 /（4h2 ）].

表 1 给出了无量纲位移 u3

*
， u1

*
以及无量纲应力

σ33

*
在 Y = 100 MPa 和 ν = 0.26 时不同介电常数下

的数值. 从数值结果可以看出， 计算方式（1）， 由于

未考虑电场体积力， 在电场强度恒定条件下， 位移

与应力为常数. 计算方式（2）与（3）， 由于考虑电场

体积力， 数值均变化明显. 在介电常数小于电致伸

缩常数 2 个数量级时， 3 种计算方式结果差别不大.
此时计算可以忽略电场体积力， 直接利用计算方式

（1）进行分析， 所得结果无较大差别. 但是在介电常

数与电致伸缩常数量纲相差不大， 甚至大于电致伸

缩常数时， 3 种计算方式下的 u1

*
， u3

*
和 σ3

*
的计算值

σ22 =
U

2
[2a1 a2U

2
μ + a1

2
U

2
（λ + μ） + μ（3a2

2
U

2
+ 2h

2
ε0 （3λ + 2μ）]

2h
2
[a1U

2
（2λ + μ） + μ（-a2U

2
+ 2h

2
（3λ + 2μ）]

（21b）

σ33 = -
U

2
[2a1 a2U

2
μ + a1

2
U

2
（λ + μ） + μ（3a2

2
U

2
+ 2h

2
ε0 （3λ + 2μ）]

2h
2
[a1U

2
（2λ + μ） + μ（-a2U

2
+ 2h

2
（3λ + 2μ）]

（21c）

σ12 = 0， σ13 = 0， σ23 = 0 （21d）

表 1 不同介电常数 ε0 时无量纲位移和无量纲应力数值

Log（ ε0 /a2 ）
无量纲位移 u3

*
/u1

*
（10-6） 无量纲应力 σ33

*

计算方式（1） 计算方式（2） 计算方式（3） 计算方式（1） 计算方式（2） 计算方式（3）

-3.000 0 -607.476 0/9.798 0 -607.848 3/10.042 3 -608.520 2/10.485 0 0 0.002 0 0.005 6

-2.600 0 -607.476 0/9.798 0 -608.411 2/10.413 3 -609.083 5/10.855 6 0 0.005 0 0.008 6

-2.200 0 -607.476 0/9.798 0 -609.825 2/11.343 5 -610.498 3/11.786 4 0 0.012 6 0.016 2

-1.800 0 -607.476 0/9.798 0 -613.376 9/13.680 2 -614.052 3/14.124 5 0 0.031 7 0.035 3

-1.400 0 -607.476 0/9.798 0 -622.298 5/19.549 6 -622.979 4/19.997 6 0 0.079 6 0.083 3

-1.000 0 -607.476 0/9.798 0 -644.708 4/34.293 0 -645.403 4/34.750 3 0 0.200 0 0.203 7

-0.600 0 -607.476 0/9.798 0 -700.999 6/71.326 7 -701.729 9/71.807 1 0 0.502 4 0.506 3

-0.200 0 -607.476 0/9.798 0 -842.396 6/164.351 0 -843.215 6/164.889 9 0 1.261 9 1.266 3

0.200 0 -607.476 0/9.798 0 -1 197.569 8/398.017 6 -843.215 6/398.703 1 0 3.169 8 3.175 4

0.600 0 -607.476 0/9.798 0 -2 089.724 5/984.961 5 -2 091.326 3/986.015 3 0 7.962 1 7.970 7

1.000 0 -607.476 0/9.798 0 -4 330.716 0/2 459.298 0 -4 333.723 9/2 461.276 9 0 20.000 0 20.016 2
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相差很大， 电场体积力必须纳入考虑范围 . 同时，

从表 1 中可以看出， 无论介电常数取何值时， 计算

方式（2）和（3）所得变形与应力数值相差不大. 这种

现象表明， 在小变形条件下， 无论介电常数为何值

时， 均可以利用计算方式（2）对电致伸缩理论问题

进行分析， 此时计算误差不大.

表 2 给出了无量纲位移 u3

*
， u1

*
以及无量纲应力

σ33

*
在 ε0 = 4.9 × 10-6 Fm-1， ν = 0.26 和 Y0 = 100 MPa

时不同 Young’s 模量下的数值. 总体上， 当弹性模

量较小（变形较大）时， 3 种计算方式下， u1

*
， u3

*
和

σ33

*
数值相差较大；当弹性模量较大（变形较小）时，

3 种计算方式下， u1

*
， u3

*
和 σ33

*
， 数值相差较小. 这

里需要指出的是， 在以上算例中少数无量纲位移数

值较大， 已超出小变形范畴， 本文的基本方程对这

些位移的计算不再有效. 但这些极少数量的数值结

果并不影响整体数值分析.

表 2 不同 Young’s 模量时无量纲位移和无量纲应力数值

Log（ Y/Y0 ）
无量纲位移 u3

*
/u1

*
（× 10-6） 无量纲应力 σ33

*

计算方式（1） 计算方式（2） 计算方式（3） 计算方式（1） 计算方式（2） 计算方式（3）

0.3000 -607.476 0/9.798 0 -979.800 0/254.748 0 -980.705 3/255.343 6 0 2.000 0 2.004 9

0.300 0 -304.459 2/4.910 6 -491.063 3/127.676 4 -491.290 5/127.826 0 0 2.000 0 2.002 4

0.600 0 -152.591 1/2.461 1 -246.114 6/63.989 8 -246.171 7/64.027 4 0 2.000 0 2.001 2

0.900 0 -76.476 7/1.233 5 -123.349 5/32.070 9 -123.363 9/32.080 3 0 2.000 0 2.000 6

1.200 0 -38.329 1/0.618 2 -61.821 2/16.073 5 -61.824 8/16.075 9 0 2.000 0 2.000 3

1.500 0 -19.210 1/0.309 8 -30.984 0/8.055 8 -30.984 9/8.056 4 0 2.000 0 2.000 2

1.800 0 -9.627 8/0.078 4 -15.528 8/4.037 5 -15.529 0/4.037 6 0 2.000 0 2.000 1

2.100 0 -4.825 4/0.077 8 -7.782 8/2.023 5 -7.782 9/2.023 6 0 2.000 0 2.000 0

2.400 0 -2.418 4/0.039 0 -3.900 7/1.014 2 -3.900 7/1.014 2 0 2.000 0 2.000 0

2.700 0 -1.212 1/0.019 6 -1.955 0/0.508 3 -1.955 0/0.508 3 0 2.000 0 2.000 0

3.000 0 -0.607 5/0.009 8 -0.979 8/0.254 7 -0.979 8/0.254 7 0 2.000 0 2.000 0

4 结论

本文首先对电致伸缩材料力学计算基本方程

进行了讨论， 提出了一种合适的电致伸缩材料的本

构方程以及电场体积力的表达式. 其次， 通过上下

表面涂有柔性电极涂层的的电致伸缩块体作为模

型， 对不同计算方式下的位移和应力场进行了理论

计算. 最后给出了 3 种计算方式的数值算例. 结果

表明， 在变形与介电常数较大时， 电致伸缩非线性

效应对理论计算与参数测量影响较大. 对电致伸缩

材料应力场进行理论计算时， 在介电常数小于电致

伸缩常数 2 个量级条件下， 可不考虑电场 体 积 力

（计算方式（1））；其它条件下， 原则上必须考虑电场

体积力效应， 但可进行机-电解耦进行理论计算（计

算方式（2））.
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