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摘要:旨在寻求新梅森素数的大互联网梅森素数搜寻计划 G IMPS( G rea t InternetM ersenne P rim es Search) [ 1]在网格技术的

协助下已找到第 44个梅森素数。G IMPS是唯一的全球分布计算计划,真正的虚拟组织 [ 2]。梅森素数的计算具有指数复

杂性,随着 p达千万级 ,所需计算时间须以千﹑万计算机年计。本文基于梅森素数搜索历程中的原理﹑技术和算法, 探

讨网格技术给 G IMPS计划带来的突破性进展。
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Abstract: The G reat InternetM e rsenne P r imes Search ( G IMPS) [ 1] pro ject has found 44M ersenne P rim es up to now w ith the he lp

of g rid com puting techno logy. G IM PS is the only g loba l distributed com puting pro ject, the abso lute v irtua l o rganization ( VO ) [ 2].

The compu ting o fM e rsenne Pr im es has exponentia l comp lex ity. A s the index p com es to ten m illions leve ,l the needed tim e

shou ld be w e igned by thousands or ten thousands compu ter yea rs. Th is article further d iscusses the break throughs the gr id tech

no logy brought in, based on the theo ries, techno log ies and a lgo rithm s dur ing theM ersenne P rim es search ing.
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0 引 言

2006年 9月 4日,美国密苏里州立大学数学家库珀和化

学家布恩领导的研究小组发现了目前已知的最大梅森素数,

表作 232582657- 1。此数是 2000多年来人类发现的第 44个梅

森素数, 达 9808358位。这是一项新的世界记录, 是该研究小

组使用 G IM PS计划动用 800多台计算机发现的。法国和西班

牙的有关专家用了 6天的时间验证了这一发现。该成果标志

着人类挑战智力极限的又一次胜利 [ 3]。

梅森素数是指形如 2p - 1的素数 (且 p为素数 ), 记为

M
p
。对于梅森素数的最初研究要追溯到公元前 300多年 ,古

希腊数学家欧几里德在其著作!几何原本∀中讨论完全数时开
创了研究 2p - 1型数的先河, 由于 2p - 1是偶完全数的一个因

子, 因此被定义为梅森数的出处 [ 4]。 17世纪法国著名数学

家, 法兰西科学院奠基人马林 # 梅森 ( M arin M ersenne, 1588

1648)是最早系统而深入地研究 2p - 1型数的人, 为了纪念

他, 数学界就将其命名为 梅森素数 ,并以 M p记之。如果一

个数只能被 1和自身整除, 那么这个数叫做素数。如果一个

梅森数 M p是素数,那么它称为梅森素数。梅森素数的计算具

有指数复杂性, 随着指数 p的增大, 运算量呈指数增加。每一

个梅森素数的产生都艰辛无比,它不仅需要高深的理论、纯熟

的技巧, 还要进行艰巨的计算。 1996年美国数学家 G. Wo lt

m an[ 5]编制了一个梅森素数寻找程序, 并把它放在互联网上

供数学家和数学爱好者免费使用,这就是著名的 互联网梅森

素数大搜索 项目 ( G IMPS)。该项目在分布计算及网格技术

的帮助下取得了突破性进展,用于解决跨实际组织、跨地域分

布、动态构成和可控可变的虚拟组织资源共享与合作求解的

网格技术 [ 6], 通过使用 远处 非本地大量普通计算机的闲置

时间来获得相当于超级计算机的能力。研究显示, 网格分布

计算的最终结果不但与全部问题都在一个超强能力计算机上

计算的结果相同 ,而且当网格资源结点须运行其他更紧要任

务时, 该搜索程序可方便地以后台方式运行而不影响紧要任
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务正常运行, 且停止和重启都很容易 [ 7]。截止目前, G IMPS计

划在网格计算技术的帮助下于十年间已连续获得 10个梅森

素数 (如表 1所示 )。现在,世界上 150多个国家和地区近 12

万人参加了这一国际合作项目 ,并动用 28万多台计算机联网

来进行网格计算, 运算速度已达每秒 250万亿次 [ 3]。本文将

基于梅森素数搜寻原理﹑技术及算法, 对网格计算这一助力

作进一步的探讨和研究。

表 1 GIM PS(PrimeNet)项目实现的梅森素数一览表 [8 10∃

序号 梅森素数 位数
分布式 /网
格结点数

发现时间,国别
发现者 /
验证者

35 M 1398269 420921 1996. 11. 13, F rance Joe lA rm engaud

36 M 2976221 895933 1997. 7. 24, U. K. Go rdon Spence

37 M 3021377 909526 1998. 1. 27, U. S. Ro land Clarkson

38 M 6972593 2098960 > 21500 1999. 6, U. S. N ayan Ha jratwa la

39 M13466917 4053946 205000 2001. 11. 14, Canada M ichae l Cameron

40 M
20996011 6320430 211000 2003. 11. 17, U. S. M ichael Sha fer

41 M
24036583 7235733 240000 2004. 5. 15, U. S. Josh F ind ley

42 M
25964951 7816230 > 240000 2005. 2. 18, G ermany M artin Nowak

43 M
30402457 9152052 260000 2005. 12. 15, U. S.

44 M
32582657 9808358 280000 2006. 9. 4, U. S.

Cooper, Boone,
W o ltm an,

Kurow sk,i et a.l

1 G IMPS的数学理论及算法描述

1. 1 相关数学理论 [4, 10]

定义 1 一正整数 n叫做完全数, 如果 n等于它的各个正

除数之和, 这里的正除数不包括 n自己。

定义 2 若 2p - 1为素数且 p为素数,则 2p - 1被叫做一

个梅森素数。

定理 1 k是偶完全数的充要条件是 k = 2p- 1 (2p - 1),且

2p - 1为素数。

定理 2 若 2p - 1为素数,则 p亦然 (但逆命题不成立,举

一反例: M 11 = 23* 89)。

推论 1 令 a与 p是大于 1的整数,若 ap - 1是素数,则 a

= 2且 p为素数。

定理 3 令 p和 q为素数, 若 q为梅森素数 2p - 1的一个

因子, 那么 q必定是 2kp + 1的形式, 且 q = 1或 7(m od 8)。

定理 4 令 p = 3(m od4)为素数,则 2p + 1也是素数当且

仅当 2p + 1整除 M p。

1. 2 梅森素数分布规律

探索梅森素数的分布规律似乎比寻找新的梅森素数更为

困难。英国﹑法国﹑印度﹑美国﹑德国的数学家在长期的探

索中都间或地提出一些猜想, 但都以渐近的表达式给出。而

中国数学家及语言学家周海中通过运用联合观察法和不完全

归纳法, 从已知的梅森素数出发,于 1992年首次给出了梅森

素数分布的准确表达式 [ 11 13] ,即:

当 22n< p< 22n+ 1
( n= 0, 1, 2, 3, % )时, M p有 2n+ 1 - 1个

数是素数; 并据此做出了当 p< 22n+ 1
时, 梅森素数的个数为

2n+ 2- n- 2的推论。为数论的发展做出重大贡献, 被国际上

称为 周氏猜测 。

1. 3搜索算法

由前述定理 2知, 梅森素数 M p = 2p - 1的指数 p集合为

素数的子集, 于是寻求梅森素数的计算机算法第一步将从指

数着手。即: 先生成一个用于测试的素数指数列表。

方法 1(素性定义法 ):从 1到 N逐个判断

for( i= 1; i< = N; i++ )

for( j= 2; j< ;i j++ )

i逐个与 j求余, 如果都不为 0,则 i为素数

这是最简单﹑最传统的求解素数算法, 它仅限于 N较小

的情况。

方法 2(厄拉托森斯 ( E ra to sthenes)筛法 ) [ 4]此法提出于公

元前 240年。具体思想为: 删除所有小于等于 N的平方根的

素数的倍数, 剩下的即是素数。该方法为目前求解 N ( N <

107 )以内素数的最有效方法。对于较大 N, 可以使用分段筛

选, 算法效率极高,在时间上和空间上都占有绝对优势。

得到素数指数列表后, G IMPS将通过对 M p执行不同途径

的操作以得到梅森素数。采用的均为大范围分布式网格计

算。

途径 1(梅森素数判定法 & & & Lucas Lehm er素性测试 ) [10]

该方法是迄今为止已知的检测梅森素数素性的最好方法。由

Lucas于 1878年发现, 并由 Lehm er于 1930年作了改进而得

名。该方法基于循环数列的计算, 其原理为:对素数 p, 2p - 1

为素数当且仅当 2p - 1整除 S( p 1), 这里 S( 1) = 4, S( p+ 1)

= S2 ( p) - 2。

以下是用 C语言实现的实用版 Lucas Lehm er素性测试算

法 [ 2]。

Lucas Lehm er( int p)

{

int s= 4;

int ,i s;l

sl= 2** p- 1;

for( i= 3; i< = p; i++ )

s= ( s** 2)% s;l

retu rn( s= = 0? 1: 0);

}

例如: 测试 27- 1是素数的过程如下 ( 27- 1= 127)

S0= 4

S1= ( 4* 4- 2) m od 127= 14

S2= ( 14* 14- 2) mod 127= 67

S3= ( 67* 67- 2) mod 127- 42

S4= ( 42* 42- 2) mod 127= 111

S5= ( 111* 111- 2) m od 127= 0

Lucas Lehm er素性测试方法通过对第一步生成的素数指

数列表中的 p逐个进行测试,找到新的梅森素数。

途径 2 (用修正的 E ra tosthenes 筛法来试验分解因

子 ) [ 14 15]根据前述定理 3, 利用一个二进位表示一个可能的

2kp+ 1形式的因子。这种筛法可排除大约 40000以下的素因

子 2kp+ 1。同样, 表示除以 8的余数为 3或 5的素因子 2kp+
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1所代表的二进位被清除, 这个过程排除大约 95%可能的因

子。而剩下的可能因子, 使用下述高效的算法进行测试, 用于

判定一个数是否能整除 2p- 1, 从而找到新的梅森素数。

例如, 测试素数 q= 89是否能整除 211 - 1。 11的二进制

表示为 1011, 从最左边的二进位 1开始,重复以下步骤: 平方

∋删除该二进位∋如果该位为 1, 将平方后的值乘以 2∋将结

果与 47求余,如果最终结果余数为 1, 则 q为 M p的一个因子

(如表 2所示 )。

表 2 测试素数 q= 89是否能整除 211 1

平方
删除最左

边二进位

若需要

即乘以 2

结果与

47求余

1* 1= 1 1%%%% 011 1* 2= 2 2% 89= 2

2* 2= 4 0%%%% 11 no 4% 89= 4

4* 4= 16 1%%%% 1 16* 2= 32 32% 89= 32

32* 32= 1024 1%%% 1024* 2= 2048 2048% 89= 1

途径 3(波拉德 ( Po llard) p 1法分解因子 ) [ 14, 16]这一方法被

GIMPS程序用来搜索因子,避免了进行素性测试的花费,用于搜

索梅森素数甚至更高效。根据前述定理 3,如果 q是某数的一个

因子,则 q只能是 2kp+ 1的形式,如果 q 1是高度复合的 (即 q 1

只有小因子 ),即 2kp+ 1中的 k是高度复合的, p 1方法就可以找

到因子 q。该方法的执行步骤是,在第一阶段挑选一个边界 B1,

只要 k的所有因子都小于 B1(称 k为 B1平滑, B1 smooth), p 1方

法就能找到 q。首先计算 E= ( (小于 B1的所有素数 ), 然后计

算 x= 3E* 2* p,最后,检查 x 1和 2p 1的最大公约数就可以知道

是否找到一个因子。第二阶段挑选第二边界 B2,如果 k在 B1到

B2之间刚好有一个因子,而其它因子都小于 B1,就可在第二阶段

找到 q因子。不过这个阶段要使用大量的内存。用于 GIMPS程

序中寻找一些给人印象深刻的因子。

2 网格技术协助实现 GIMPS计划

跨实际组织、跨地域分布、动态建立的个人或团体联盟叫

做虚拟组织 [ 17] , G IM PS即是这样的虚拟组织 [2]。它使用加州

软件 科 学 家 Scott Kurow sk i[ 18] 开 发 的 分布 计 算 平台

P rim eNet[ 19 20] (全球分布互联网研究计算系统 )及其核心技术

和资源进行 G IM PS计划的网格计算实施。GartnerG roup的研

究显示, 当今 PC机能力的 95%被浪费 [2] , CPU性能的改进使

CPU时钟频率稳步升高也促成了其不断膨胀的闲置处理器时

间。而另一方面, 在实验科学﹑数学﹑密码学及其它领域,个

人或团体需要大量的计算能力来解决复杂问题。一边是大量

闲置和浪费的资源, 另一边是计算能力的严重不足。网格计

算技术就是应这种需求而诞生的, 它是分布计算发展的高级

阶段, 它构建容易,操作经济, 工作效率高, 将互联网从通信和

信息交互的平台提升到资源共享和协同工作的平台 [ 21]。使

巨型超高速并行计算机难于处理的问题变得可能解决或容易

解决。网格系统总体性能的自动改进 (通过提升结点性能 )也

使得曾一味专注于提高大型超级计算机性能的专家们将重心

放在更亟待解决的问题上 [ 7]。

G IM PS项目中网格技术的应用表现为 PC网格计算。 PC

网格基于其成本低、广泛的可用性以及工作独立性等优点被

成功地用于 In ternet上任何大粒度分布式超级计算应用。它

的主要特点在于 :通过置分配给网格 PC结点的子任务在其任

务执行集合中优先级最低而不致影响该资源结点执行更紧要

的计算任务, 并且它会有效采用负载均衡来减少为保证处理

能力而引起的高负载,强容错能力带来了可靠性, 传输数据量

少使得测试容易 [ 7]。 PC网格的分布式计算结果与大型超高

速计算机运行的结果相同。在对第 42个梅森素数素性测试

时, P r im eNe t峰值计算等价于 472台 C rayT16超级计算机, 或

236台 C ray的顶级 T932,成为 GIM PS成功的根本保证 [ 2]。

前文所述梅森素数搜寻的三个途径都须基于 PC网格分

布式计算实现。 PC网格上分布计算流程如图 1所示。

图 1 PC网格计算的运作机制 [ 7]

( 1)参与计算的 PC结点从W eb服务器上下载专用软件

并安装于本地;

( 2)本地 PC结点向中央服务器请求发送程序和数据;

( 3)中央服务器将大型计算应用问题按合理的大小分解

成多个小的任务 (即由并行处理的程序和数据组成的工作单

元 )发送给不同的网格 PC结点;

( 4)网格 PC结点将接收到的子任务作为优先级最低的

任务在其 CPU空闲时被执行;

( 5)当处理完毕,网格 PC结点上的专用软件将结果送回

中央服务器并请求新的数据 (第 ( 3)到第 ( 5)步将循环执行直

到整个计算应用结束 );

( 6)中央服务器收集并整理,保存从参与计算的 PC结点

上获得的处理结果,必要时作一些处理。

在设计时, 必须保证网格 PC结点需下载和上传的数据量

尽可能少, 一方面减轻了用户的负担, 另一方面不但可以节省

网格并行计算的总时间,而且结果的正确性也容易验证。

现将 GIM PS计划中寻找指数为 4000到 5000之间可能的

梅森素数的 PC网格计算过程在中央控制器 (主程序 )中安排

示例如下 [ 4]:

第一步: 求出 4000~ 5000内的 N个素数 (可用前述筛法

计算 /从数据库获得 ) ; N = 119(即有 119个素数 ), 将其存放

在 p[ i] ( i= 1, 2, %, 119)中;

第二步: 将 p[ i]中素数分别发送到 N = 119个网格结点

分布执行;
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/* 注:第 i个外围网格结点验证 2p[ i] 1是否为素数 (可

用 Lucas Lehm er方法 ), 将验证结果发送回主程序的 r[ i]中;

* /

第三步: 若 r[ i]

为 0, 则 2p[ i] 1不是梅森素数;

为 1, 则 2p[ i] 1是梅森素数。

本例结果: p[ 33] = 4253为第 18个梅森素数 (由返回值 r

[ 33] = 1 ); p [ 52] = 4423为第 19个梅森素数 (由返回值 r

[ 52] = 1)。

3 搜索梅森素数的意义

早期探寻梅森素数似乎只是为探寻完全数 [ 22] ,而当今已

有了丰富的意义。

古希腊数学家欧几里德证明了素数是无限的, 而是否有

无穷多个梅森素数还是个不解之谜, 探寻梅森素数是发现已

知最大素数的最有效途径。

探寻梅森素数是测试计算机运算速度及其它功能的有力

手段 (第 34个梅森素数 M 1257787就是 1996年 9月美国克雷公

司在测试其最新超级计算机的运算速度时得到的 )。

探寻梅森素数还需要素数判别和数值计算的理论与方法

以及高效的程序设计技术, 于是它还推动了数论的研究及计

算数学和程序设计技术的发展。

大的梅森素数还可以用于现代密码设计领域,素数越大,

密码被破译的可能性就越小。

梅森素数搜索计划为分布计算和网格技术的研究提供了

理想模型。

研究梅森素数还可以检验人们的智慧和运算能力, 从某

种意义上说, 它标志着一个国家的科技发展水平。

4 结束语

网格技术用于执行 GIMPS计划, 其搜索算法和调救机制

上还存在很多方面须改进, 下一步的工作将是根据上文所给

出的梅森素数分布规律,进一步优化算法, 以及合理配置网格

资源, 将网格任务调度策略 [ 23]应用于计算当中。
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