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摘要: 讨论一类具有特殊形式的矩阵 A n 的两类逆特征值问题. 问题 I 是由 A n 的顺序主子阵 A j ( j = 1, 2, ,, n)的最小、

最大特征值来构造矩阵 A n ; 问题 I I是由 A n 的顺序主子阵A j ( j= 1, 2, ,, n)的所有特征值来构造矩阵 A n . 分别给出了两

类逆特征值问题有解的充分必要条件且结果具有构造性, 另外提供了相应的算法和数值例子, 数值结果表明算法很有

效.
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  本文讨论的矩阵具有如下形式:

a1 b1 , bm- 1 bm

b1 a2

s w
bm- 1 am

bm a m+ 1 bm+ 1

bm+ 1 am+ 2 w

w w bn- 1

bn- 1 an

(1)

其中 ai , i = 2, 3, ,, m+ 1互不相同, 且所有的 bi > 0.

当 m = 0时, 具有形式( 1) 的矩阵为 Jacobi阵, Jacobi

矩阵的逆特征值问题具有广泛的应用, 关于这一问题

的研究已有一些较好的结果[ 1- 7]
;当 m = n时,具有形

式(1) 的矩阵就变成了除了第一行, 第一列及对角线

元素外其余元素都为零的矩阵,即箭状矩阵, 箭状矩阵

在现代控制理论[ 8- 9] 和星形弹簧质量系统的振动问

题[ 10] 中有广泛应用, 文献[ 11] 讨论了其逆特征值问

题.本文研究具有形式(1) 的矩阵的逆特征值问题, 实

际上是 Jacobi阵和箭状矩阵逆特征值问题的进一步推

广.

文章中用 A n表示具有形式( 1) 的一类特殊矩阵;

A j 表示A n 的 j @ j 阶顺序主子阵, 其特征值为 K( j )
1 [

K( j )2 [ , [ K( j )
j ; Uj (K) 表示 A j 的特征多项式; I j 为j 阶

单位阵; e j 为 I n的第 j 列.

本文讨论如下两类逆特征值问题:

问题 I  给定 2n- 1个实数 K( j )
1 , K( j )j ( j = 1, 2, ,,

n) , 讨论什么条件下, 可构造出具有形式(1) 的矩阵

A n , 使得 K
( j )
1 ,K

( j )
j 分别为A j 的最小, 最大特征值.

问题 II  给定 K( 1)1 , K( 2)1 < K( 2)2 , ,, K( n)1 < K( n)
2 < ,

< K
( n)
n ,且 K

( j )
1 < K

( j- 1)
1 < K

( j )
2 < K

( j- 1)
2 < ,< K

( j- 1)
j- 1 <

K( j )j ,讨论什么条件下, 可构造出具有形式( 1) 的矩阵

A n , 使得 K( j )i ( i = 1, 2, ,, j , j = 1, 2, ,, n) 为A j 的特

征值.

文献[ 12] 中将 K( 1)1 , K( 2)1 < K( 2)2 , ,, K( n)1 < K( n)2 < ,

< K
( n)
n 共

n ( n + 1)
2

个数称为A n的Ritz值,因为当我们

用Rayleigh-Ritz法求对称阵的特征值时,通常将A n投

影到一个维数较小的子空间 S, 取 Q为子空间S 的标

准正交基,则H = Q
*
AQ的特征值称为A n的Ritz值,

特别地,若取 Q = [ e1 , e2 , ,, e j ] , 则 Q
*
AQ = A j .

本文首先讨论 A n的一些性质, 然后推出了问题 I

和问题 II有解的充分必要条件, 最后分别给出了求解

两类逆特征值问题的算法和数值例子.

1  An 的性质

令 Uj (K) = det (KI j - A j ) , U0( K) = 1; b0 = 0.

引理 1  对给定具有形式(1) 的矩阵 A n , 其特征

多项式序列 Uj (K)
n
j= 1满足下列递推关系:

Uj (K) = (K- aj ) Uj- 1(K) - b
2
j- 1 F

j- 1

i= 2
( K- ai ) ,

 j = 1, 2, ,, m+ 1 (2)

Uj (K) = (K- aj ) Uj- 1(K) - b
2
j- 1Uj- 2(K) ,

 j = m + 2, m+ 3, ,, n (3)

证明  利用行列式展开易证.

因ai ( i = 2, 3, ,, m) 互不相同,不妨假定a2 < a3



< ,< am ,则

引理2  若A j ( j = 1, 2, ,, m) 的特征值为K
( j )
1 [

K
( j )
2 [ , [ K

( j )
j ,则 K

( j )
i ( j = 1, 2, ,, m, i = 1, 2, ,, j )

为互不相同的实数, 且

K
( j )
1 < a2 < K

( j )
2 < ,< K

( j )
j- 1 < aj < K

( j )
j (4)

证明  由式(2) 得

Uj (K) = (K- aj ) Uj- 1(K) - b
2
j- 1 F

j- 1

i= 2

( K- ai ) =

 F
j

i= 1
( K- ai ) - E

j- 1

k= 1
b
2
k F

j

i= 2, iX k+ 1
(K- ai ) ,

 j = 1, 2, ,, m.

假定 ak (2 [ k [ j ) 为 A j 的特征值,由上式可得

b
2
k- 1 ( ak - a2) ,( ak - ak- 1) ( ak - ak+ 1) ,
 ( ak - aj ) = 0,

即存在m X k,使得am = ak ,这与a i ( i = 2, 3, ,, m )互

不相同矛盾,因此 ak ( k = 2, ,, j ) 不为 A j 的特征值.

又由柯西交错定理
[ 13]
知:K

( j )
1 [ a2 [ K

( j )
2 [ , [ K

( j )
j- 1

[ aj [ K
( j )
j ,因此 K

( j )
1 < a2 < K

( j )
2 < ,< K

( j )
j- 1 < aj <

K
( j )
j .

引理 3  相邻的特征多项式序列 Uj- 1(K) , Uj (K) ( j

= 1, 2, ,, n) 不能同时为零.

证明  直接计算可知 U0( K) , U1 (K) , U2(K) 无公共

根.假定存在实数 c使得Uj- 1( c) = 0 = Uj ( c) ,当2 [ j

[ m+ 1时,由式(2) 及 bj- 1 > 0,可得F
j- 1

i= 2

( c- ai ) = 0,

即存在 ak = c(2 [ k [ j - 1) . 再由式(2) 可推得:

Uj+ 1( c) = 0, ,, Um- 1 ( c) = 0, Um ( c) = 0,即ak 为A m的

特征值,与引理 2矛盾;当 j \ m+ 2时, 由式(3) 可推

得: Uj- 2( c) = 0, ,, Um+ 1( c) = 0, Um( c) = 0,再由式(2)

及 bj- 1 > 0, 可得F
m- 1

i= 2
( c- ai ) = 0,即存在 ak = c(2 [

k [ m- 1) ,使得Um ( ak ) = 0,即 ak 为A m的特征值,同

样推得与引理 2矛盾.

引理 4  设 A j- 1 的特征值为 K
( j- 1)
1 ,K

( j- 1)
2 , ,,

K( j- 1)
j- 1 , A j 的特征值为K( j )

1 , K( j )2 , ,, K( j )j ,则

K( j )1 < K( j- 1)
1 < K( j )

2 < K( j- 1)
2 < ,< K( j- 1)

j- 1 < K( j )j

(5)

证明  由柯西交错定理知: K( j )1 [ K( j- 1)
1 [ K( j )2 [

K( j- 1)
2 [ , [ K( j- 1)

j- 1 [ K( j )
j ,再由引理 3得 K( j- 1)

i X K( j )
k ,

即可得证.

引理5  对j = 1, 2, ,, n,记 K( j )1 ,K( j )
j 分别为A j 的

最小,最大特征值,则

( i) L< K
( j )
1 , (- 1)

j
Uj ( L) > 0

( ii) L> K
( j )
j , Uj ( L) > 0, j = 1, 2, ,, n (6)

证明  由 Uj (K) 为 A j 的特征多项式, 故 Uj (K) =

F
j

i= 1
( K- K

( j )
i ) .当 L< K

( j )
1 时,若 j 是偶数,则 Uj ( L) > 0;

若 j 是奇数,则 Uj ( L) < 0,因此(- 1) j Uj ( L) > 0;当 L

> K( j )j 时,不论 j 是偶数还是奇数,Uj ( L) > 0.

2  问题的解

首先证明问题 I可解.

定理1  给定2n- 1个实数K( j )
1 ,K( j )

j ( j = 1, 2, ,,

n) 存在唯一的 A n , 使得 K( j )
1 , K( j )j 分别为A j ( j = 1, 2,

,, n) 的最小、最大特征值的充分必要条件为:

K
( n)
1 < K

( n- 1)
1 < ,< K

( 2)
1 < K

( 1)
1 < K

( 2)
2 < ,<

 K( n- 1)
n- 1 < K

( n)
n (7)

证明  (充分性) 注意到 K
( n)
1 < K

( n- 1)
1 < ,< K

( 2)
1

< K
( 1)
1 < K

( 2)
2 < ,< K

( n- 1)
n- 1 < K

( n)
n ,由引理 4知, 若K

( j )
1 ,

K
( j )
j 为A j 的特征值,则分别为A j 的最小、最大特征值,

因此问题有解等价于方程:

Uj ( K( j )1 ) = 0

Uj ( K
( j )
j ) = 0

(8)

存在解 aj , bj- 1 且 bj- 1 > 0, j = 1, 2, ,, n.

当 j = 1时, a1 = K( 1 )
1 .

当 2 [ j [ m+ 1, 由式( 8) 得:

(K
( j )
1 - aj ) Uj- 1 (K

( j )
1 ) - b

2
j- 1 F

j- 1

i= 2
(K

( j )
1 - a i ) = 0

(K
( j )
j - aj ) Uj- 1 (K

( j )
j ) - b

2
j- 1 F

j- 1

i= 2
(K

( j )
j - a i ) = 0

(9)

令m j = Uj- 1 (K( j )
1 ) F

j- 1

i= 2

(K( j )
j - ai ) - Uj- 1( K( j )j ) F

j- 1

i= 2

(K( j )
1 -

ai ) , 由引理2和引理5知(- 1)
j- 1

m j > 0,则方程(9) 存

在唯一解 a j , bj- 1 且

aj =

K
( j )
1 Uj- 1(K

( j )
1 ) F

j- 1

i= 2
(K

( j )
j - ai ) - K

( j )
j Uj- 1 (K

( j )
j ) F

j- 1

i= 2
(K

( j )
1 - ai )

mj

(10)

b
2
j- 1 =

( K( j )j - K( j )
1 ) Uj- 1( K( j )1 ) Uj- 1( K( j )j )

m j
(11)

因为(- 1) j- 1
(K( j )

j - K( j )1 ) Uj- 1(K( j )
1 ) Uj- 1( K( j )j ) > 0,所以

b
2
j- 1 > 0, j = 2, 3, ,, m + 1.

当 m+ 2 [ j [ n, 由式(8) 得:

(K
( j )
1 - aj ) Uj- 1 (K

( j )
1 ) - b

2
j- 1Uj- 2(K

( j )
1 ) = 0

(K( j )
j - aj ) Uj- 1 (K( j )

j ) - b
2
j- 1Uj- 2(K( j )

j ) = 0
(12)

令n j = Uj- 1 (K( j )
1 ) Uj- 2( K( j )j ) - Uj- 1(K( j )

j ) Uj- 2 (K( j )
1 ) , 由引

理 5得(- 1) j- 1
n j > 0, 则方程(12) 存在唯一解 aj , bj- 1

且
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aj =

K( j )
1 Uj- 1( K( j )1 ) Uj- 2 (K( j )

j ) - K( j )j Uj- 1(K( j )
j ) Uj- 2( K( j )1 )

nj
(13)

b
2
j- 1 =

( K( j )j - K( j )
1 ) Uj- 1( K( j )1 ) Uj- 1( K( j )j )

nj
(14)

因为(- 1)
j- 1

(K
( j )
j - K

( j )
1 ) Uj- 1(K

( j )
1 ) Uj- 1( K

( j )
j ) > 0,所以

b
2
j- 1 > 0, j = m+ 2, m + 3, ,, n.

(必要性) 假定存在唯一的矩阵 A n 使得 K( j )
1 , K( j )j

分别为A j ( j = 1, 2, ,, n) 的最小、最大特征值, 由柯

西交错定理和引理 4得 K( n)1 < K( n- 1)
1 < ,< K( 2)1 < K( 1)1

< K
( 2)
2 < ,< K

( n- 1)
n- 1 < K

( n)
n .

引理 6[ 14]  设 n阶矩阵的特征多项式为 U(K) =

K
n
- t1K

n- 1
+ t 2K

n- 2
- ,+ (- 1)

n
t n , 则 t i 等于A n 的所

有 i阶主子式之和,即

ti = E
1 [ j

1
< j

2
< ,< j

i
[ n

A
j 1 j 2 ,j i

j 1 j 2 ,j i
, i = 1, 2, ,, n

(15)

其中 A
j 1 j 2 ,j i

j 1 j 2 ,j i

表示 A n 中 j 1 , j 2 , ,, j i 行和 j 1 , j 2 ,

,, j i 列组成的 i 阶主子式.

下面讨论问题 II的可解性.

定理 2  设

Uj- 1( K) = K
j- 1

- A
( j- 1)
1 K

j- 2
+ A

( j- 1)
2 K

j- 3
- ,+

 (- 1) j- 1A( j- 1)
j- 1 ,

F
j

i= 1( K- K
( j )
i ) = K

j
- B

( j )
1 K

j- 1
+ B

( j )
2 K

j- 2
- ,+

 (- 1) jB( j )
j ,

给定

K( 1)1 , K( 2)1 < K( 2)2 , ,, K( n)1 < K( n)
2 < , < K( n)n ,

且

K( j )1 < K( j- 1)
1 < K( j )

2 < K( j- 1)
2 < ,< K( j- 1)

j- 1 < K( j )j ,

存在唯一的A n ,使得 K
( j )
i ( i = 1, 2, ,, j ) 为 A j ( j = 1,

2, ,, n) 的特征值的充分必要条件为:

A
( j- 1)
2 + ajA

( j- 1)
1 - B

( j )
2 > 0, j = 1, 2, ,, n (16)

且

E
1 [ j

1
< j

2
< ,< j

i
[ j

A j

j 1 j 2 ,j i

j 1 j 2 ,j i
=

 E
1 [ j

1
< j

2
< ,< j

i
[ j

K( j )
j
1
K( j )j

2
,K( j )j

i
, i = 1, 2, ,, j (17)

此时

aj = E
j

i= 1
K
( j )
i - E

j- 1

i= 1
K
( j- 1)
i (18)

b
2
j- 1 = A( j- 1)

2 + ajA( j- 1)
1 - B( j )2 (19)

证明  (充分性) 当 j = 1时, a1 = K( 1)1 . 假设已知

A j- 1 , K
( j )
1 < K

( j )
2 < ,< K

( j )
j , 要求 a j , bj- 1 .由矩阵理论

知 aj = E
j

i = 1
K
( j )
i - E

j- 1

i= 1
ai = E

j

i= 1
K
( j )
i - E

j- 1

i= 1
K
( j- 1)
i ;当 1 [ j

[ m+ 1,由式( 2) 得

F
j

i = 1

( K- K( j )i ) = (K- aj ) ( Kj- 1
- A( j- 1)

1 Kj- 2
+

 A( j- 1)
2 K

j- 3
- ,+ (- 1)

j- 1
A
( j- 1)
j- 1 ) -

 b
2
j- 1 F

j- 1

i= 2

( K- a i ) ,

比较两边 Kj- 2 的系数,得

b
2
j- 1 = A( j- 1)

2 + ajA( j- 1 )
1 - B( j )

2 (20)

由式 (16) 知 b
2
j- 1 > 0. 同时 aj , bj- 1 还要满足

KI - A j = F
j

i = 1

( K- K( j )i ) ,即 A( j )
i = B( j )

i ,由式(15) 得

A( j )i = E
1 [ j

1
< j

2
< ,< j

i
[ j

A j

j 1 j 2 ,j i

j 1 j 2 ,j i
,

 i = 1, 2, ,, j (21)

B( j )i = E
1 [ j

1
< j

2
< ,< j

i
[ j

K( j )
j
1
K( j )
j
2

,K( j )
j
i
, i = 1, 2, ,, j

(22)

因此得式(17) .

当 m+ 2 [ j [ n时,由式(3) , 得到

Uj (K) = F
j

i= 1
(K- K( j )i ) =

 ( K- a j ) Uj- 1( K) - b
2
j- 1Uj- 2( K) ,

比较两边 Kj- 2 的系数,同样得式(20) ,且 b
2
j- 1 > 0, 同时

aj , bj- 1还要满足 Uj ( K) = KI - A j = F
j

i= 1

(K- K( j )
i ) 即

得式(17) .

(必要性) 假定存在唯一的具有形式 (1) 的矩阵

A n , 使得K
( j )
i ( i = 1, 2, ,, j ) 为A j ( j = 1, 2, ,, n) 的特

征值, 可推得 a j 满足式(18) ; b
2
j- 1 = A

( j- 1)
2 + ajA

( j- 1)
1 -

B( j )2 满足式(16)、(19) ;类似于充分性的证明, 不论当 2

[ j [ m+ 1还是 m+ 2 [ j [ n都得到式(17) .

3  算法及数值例子

由定理 1可得求解问题 I的算法步骤如下:

输入  K( n)
1 < K

( n- 1)
1 < ,< K

( 2)
1 < K

( 1)
1 < K

( 2)
2 < ,

< K( n- 1)
n- 1 < K( n)n ;

输出  A n ;

算法 1

1) 令 a1 = K( 1)
1 ;

2) 对 j = 2, 3, ,, m+ 1,计算

m j = Uj- 1 (K( j )
1 ) F

j- 1

i= 2

(K( j )
j - ai ) - Uj- 1( K( j )j ) @

 F
j- 1

i= 2

( K( j )j - a i ) ;
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由式(10) 计算 aj ,由式(11) 计算 bj- 1 ;

3) 对 j = m+ 2, m+ 3, ,, n, 计算

nj = Uj- 1( K( j )1 ) Uj- 2 (K( j )
j ) - Uj- 1( K( j )j ) Uj- 2( K( j )1 ) ;

由式(13) 计算 aj ,由式(14) 计算 bj- 1 .

例 1  给定实数 K
( 1)
1 = 3. 9; K

( 2)
1 = 2. 75, K

( 2)
2 =

4. 39;K
( 3)
1 = - 2. 5, K

( 3)
3 = 6. 1; K

( 4)
1 = - 4. 7,K

( 4)
4 = 7. 8;

K
( 5)
1 = - 6. 64,K

( 5)
5 = 10. 53;K

( 6)
1 = - 7. 58, K

( 6)
6 = 11. 8;

K
( 7)
1 = - 8. 3, K

( 7)
7 = 13; K

( 8)
1 = - 9. 2, K

( 8)
8 = 15. 7, 利用

算法1可求得矩阵A 8 ,使得其顺序主子阵A j ( j = 1, 2,

,, 8) 的最小、最大正特征值分别为 K( j )1 ,K( j )
j , 取 m =

3,求得唯一解为

  A 8 =

3. 9000 0. 7507 3. 6154 4. 4196

0. 7507 3. 2400

3. 6154 - 0. 4258

4. 4196 - 1. 1297 6. 2518

6. 2518 5. 6536 5. 3711

5. 3711 - 0. 9972 6. 6008

6. 6008 6. 5924 8. 8193

8. 8193 2. 0783

.

  重新计算 A 8 的顺序主子阵 A j ( j = 1, 2, ,, 8) 的谱 R( A j ) , 得:

R( A 1) = (3. 9000) ,

R( A 2) = (2. 7500, 4. 3900) ,

R( A 3) = (- 2. 5000, 3. 1142, 6. 1000) ,

R( A 4) = (- 4. 7000, - 0. 6921, 3. 1766, 7. 8000) ,

R( A 5) = (- 6. 6400, - 1. 7642, 3. 1360, 5. 9763, 10. 5300) ,

R( A 6) = (- 7. 5800, - 3. 0930, - 0. 7864, 3. 1560, 6. 7442, 11. 8000) ,

R( A 7) = (- 8. 3000, - 4. 7529, - 1. 4676, 3. 1439, 6. 0662, 9. 1438, 13. 0000) ,

R( A 8) = (- 9. 2000, - 6. 1746, - 2. 1725, - 0. 1933, 3. 1547, 6. 6108, 11. 1866, 15. 7000) ,

以上数据表明算法 1很有效.

基于定理 2, 给出求解问题 II的算法:

输入  K( 1)
1 , K( 2)1 < K( 2)

2 , ,,K( n)
1 < K( n)2 < ,< K( n)n ,

且满足 K( j )1 < K( j- 1)
1 < K( j )2 < K( j- 1)

2 < ,< K( j- 1)
j- 1 < K( j )

j ,

输出  A n ;

算法 2

1) 令 a1 = K( 1)
1 ;

2) j = 2, 3, ,, n,

3) 由式(18) 计算 aj ,由式(21) 计算 A
( j- 1)
2 , A

( j- 1)
1 ,

由式(22) 计算 B( j )2 ;

4) 若 A
( j- 1)
2 + a jA

( j- 1)
1 - B

( j )
2 [ 0, stop,不满足条件,

问题无解;

5) 由式(19) 计算 bj- 1 , 由式 (21) 计算 A
( j )
i , 由式

(22) 计算 B( j )i ( i = 1, 2, ,, j ) ;

6) 若 A( j )
i X B( j )

i ( i = 1, 2, ,, j ) , stop, 不满足条

件,问题无解.

例 2  我们用例 1计算出来的 A j ( j = 1, 2, ,, 8)

的谱 R( A j ) = K
( j )
i 来构造A n ,此时 A

( j )
i = B

( j )
i ( j = 1,

2, ,, n, i = 1, 2, ,, j ) ,即满足定理 2的式(17) ,运用

算法 2, 可求得 a1 = 3. 900 0; a2 = 3. 240 0, b1 =

0. 750 7;  a3 = - 0. 425 8,  b2 = 3. 615 4;  a4 =

- 1.129 7, b3 = 4.419 6; a5 = 5.653 6, b4 = 6.251 8; a6

= - 0.997 2, b5 = 5.371 1; a7 = 6.592 4, b6 = 6.600 8;

a8 = 2.078 3, b7 = 8.819 3,即同样求得例 1的 A 8 .
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The Inverse Eigenvalue Problem of a Special Kind of Matrices

WU Chun-hong , LU Lin-zhang*

( School of Mathematical Sciences, X iamen Univ ersity , X iamen 361005, China)

Abstract: Tw o inver se eigenvalue problems o f a special kind of mat rices A n ar e discussed in this paper. P roblem I is to const ruct

A n by the minimal and maximal eigenvalues of its all leading pr incipal submat rices A j ( j = 1, 2, ,, n) . Problem I I is to construct A n by

all eigenvalues o f its all leading principal submatr ices A j ( j = 1, 2, ,, n) . T he necessary and sufficient conditions for t he solvability o f

the tw o problems are deriv ed, respectively , and results are constr uctiv e. Furthermo re, co rr esponding numerical alg or ithms and exam-

ples ar e giv en, numer ical r esult s show good efficient of the alg or ithms.

Key words: inver se eigenvalue problem; Jacobi matr ix; arr ow matrix; minimal eigenvalue; max imal eig envalue

#简  讯#

5厦门大学学报 (自然科学版 ) 6荣获
/第二届中国高校精品科技期刊0奖

2008年 9月, 由教育部科学技术司组织的/第二届中国高校精品#优秀#特色科技期刊0评比活动揭晓。在

此次评比活动中, 5厦门大学学报(自然科学版) 6被评为/中国高校精品科技期刊0.

此次全国共评出精品期刊 76种,这是5厦门大学学报(自然科学版) 6继 2006年获/首届中国高校精品科技期
刊0奖后再次获此殊荣.与此同时, 学报编辑部也被评为/高校科技期刊先进集体0.

学报蝉联获奖, 一方面,表明校党政领导对期刊工作的重视,创造了期刊发展的良好氛围;另一方面, 表明编

辑部狠抓期刊学术与出版质量,期刊审读、编排规范等各项办刊指标稳步提升.

本刊编辑部     

2008年 11月     
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