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摘要:讨论了一类矩阵的逆奇异值问题. 给定非负实数R1 ,R2 , ,, Rn ,两非零实向量 x= ( x 1 , x 2, ,, xm ) T , y= ( y 1 , y 2 , ,,

yn ) T , 求 m @ n 阶实矩阵A ,使得R1 , R2 , ,, Rn 为 A的奇异值, 并且 x , y 分别为A 的左右奇异向量.基于 H ouseholder 变换

和矩阵秩 1 的修正方法得到了问题的算法,而且算法比较经济且易于并行,同时给出了相应的数值例子.
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  逆奇异值问题为矩阵逆特征值问题的推广,通常

考虑的是由给定的奇异值来构造结构矩阵. 逆奇异值

问题在确定物体的质量分布、轨道力学、灌溉理论、断

层扫描、电路理论等领域有重要的应用[ 1-3] .若要构造

的矩阵为对称阵,则逆奇异值问题就转化为逆特征值

问题, 其应用参见文献[ 4-8] ,因此逆奇异值问题要求

构造的矩阵不为对称阵, 但可以是长方阵,这使得逆奇

异值问题更为复杂. 设矩阵 A的奇异值为 Ri ( i= 1, 2,

,, n) ,则对称阵
0  A

A
T 0

的特征值为 Ri ( i = 1, 2, ,,

n) ,即可将逆奇异值问题转化为一类特殊的逆特征值

问题, 因此常将逆奇异值问题归类为逆特征值问题.

本文中 ej 在有意义的前提下为相应阶数单位阵

的第 j 列; Rm @ n表示m @ n阶实矩阵.

Chu在 1992年讨论了如下逆奇异值问题
[ 9]
:

给定矩阵{ Ai }
n
i= 0 I R

m@ n
( m \n)及非负实数 R1 \

R2 \ ,\Rn ,求 c: = ( c1 , c2 , ,, cn )
T I R

n
使得

A( c)= A0+ E
n

i= 1
ciA i

的奇异值为 R1 , R2 , ,, Rn .

Chu提出了两种数值方法来求解上述逆奇异值问

题:其一是用投影梯度法来求解目标函数的常微分方

程的;另一种将 Fr iedland[ 10] 提出的迭代算法推广, 提

出了 New ton- type方法. Bai提出了用非精确的 New-

ton- type方法来求解上述问题
[ 11]
, 并证明了此算法超

线性收敛. 最近, 一些学者提出了不同的逆奇异值问

题
[ 12]
. 类似于极点配置问题, Chu 提出了如下逆奇异

值问题[ 13] :

给定矩阵{ Ai }
n
i= 0 I R

m @ n
( m \n) , 且 n \ l > 0,

及非负实数 R1 \R2 \ , \Rn , 求矩阵 F I R
m@ n , 使得

rank( F ) [ l , 且 A+ F的奇异值为 R1 , R2 , ,, Rn . 即

用低秩阵 F来修正 A 的奇异值.

Zhu 提出用 Householder 变换和秩 1修正来求解

对称阵的逆特征值问题
[ 14]
. 本文提出用 H ouseho lde

变换和秩 1修正来求解如下逆奇异值问题:

问题 I  给定非负实数 R1 , R2 , ,, Rn ,两非零向量 x

I R
m , y I R

n , 求矩阵 A I R
m @ n使得 R1 , R2 , ,, Rn 为 A

的奇异值,且 x, y 分别为A的左右奇异向量.

1  问题的解与算法

假定 m \n, 矩阵 A I R
m@ n
, 则存在正交阵 U=

[ u1 , u2 , ,, um ] I R
m @ m和正交阵 V= [ v1 , v2 , ,, vn ] I

R
n @ n ,使得

A= U E  0

0   0
V
T , ( 2)

其中 E = diag( R1 , R2 , ,, Rn ) I R
n @ n , 且 R1 \R2 \ ,\

Rn \0.式( 2)称为矩阵 A的奇异值分解( SVD) [ 15-16] ;非

负实数 Ri ( i= 1, 2, ,, n)称为矩阵 A的奇异值, ui 为对

应于奇异值 Ri 的左奇异向量, vi 为对应于奇异值Ri 的

右奇异向量.实际上可验证 R2i ( i= 1, 2, ,, n)为对称阵

A
T
A I R

n @ n的特征值,右奇异向量 vi 为对应于 Ri 的单

位特征向量.对称阵 AA
T I R

m@ m的特征值为R2i 和 0( m

- n个) ,左奇异向量 ui 为对应于R2i 的单位特征向量.

引理 1
[ 17]  若 K1 ,K2 , ,, Kn 为 n 阶矩阵 A 的特征
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值, u为对应于特征值 Kk 的特征向量, v I R
n
为任意向

量,则 A+ uv
T
为矩阵 A的秩 1修正, 其特征值为

K1 , ,, Kk- 1 , Kk+ v
T
u,Kk+ 1 , ,, Kn .

定理 1  假定矩阵 A I R
m@ n

(m \n) , 其奇异值分

解为式( 2) , 设 Q> 0, 则 A+ Quiv
T
i ( i= 1, 2, ,, n)的奇

异值为 R1 , R2 , ,, Ri+ Q, Ri+ 1 , ,, Rn ,且对应地左右奇异

向量不变.

证明  令 B= A+ Qu iv
T
i ,由式( 2) ,得

B
T
B= ( A+ Quiv

T
i ) T ( A+ Quiv

T
i ) =

 A
T
A+ QA

T
uiv

T
i + Qv iu

T
i A+ Q

2
viv

T
i =

 A
T
A+ QV E  0

0   0

T

U
T
uiv

T
i +

 Qviu
T
i U E  0

0   0
V
T + Q2viv Ti =

 A
T
A+ QV E  0

0   0

T

eiv
T
i +

 Qvie
T
i

E  0

0   0
V
T + Q2vivTi =

 A
T
A+ QRiviv

T
i + QRiv iv

T
i + Q2viv

T
i =

 A
T
A+ 2QRiviv

T
i + Q

2
viv

T
i ,

因 R
2
i ( i= 1, 2, ,, n)为矩阵 A

T
A的特征值, 且对应的

特征向量为 vi ( i= 1, 2, ,, n) . 由引理1,所以矩阵 B
T
B

的特征值为 R21 , ,, R2i- 1 , R2i + 2QRi+ Q2 , R2i+ 1 , ,, R2n ,因此

B的奇异值为R1 , R2 , ,, Ri+ Q, Ri+ 1 , ,, Rn ,且

B
T
Bvi= ( AT A+ 2QRiv iv

T
i + Q2 vivTi ) vi=

 A
T
Av i+ 2QRivi+ Q2vi=

 R2i vi+ 2QRivi+ Q
2
vi=

 ( R2i + 2QRi+ Q
2
) vi ,

上式说明矩阵 B
T
B的对应于特征值R2i + 2QRi+ Q2 的特

征向量为 vi ,因此矩阵 B的对应于奇异值 Ri+ Q的右

奇异向量为 vi .

因为左奇异向量 ui 为矩阵 BB
T 的特征向量, 首

先计算

BB
T
= ( A+ Quiv

T
i ) ( A+ Quiv

T
i )

T
=

 AA
T
+ QAviu

T
i + Qu iv

T
i A

T
+ Q

2
v
T
i v iuiu

T
i =

 AA
T+ QU E  0

0   0
V
T
viu

T
i +

 Quiv
T
i V E  0

0   0

T

U
T + Q2 uiu

T
i =

 AA
T+ QU E  0

0   0
eiu

T
i +

 Quie
T
i

E  0

0   0

T

U
T+ Q2uiu

T
i =

 AA
T+ 2QRiuiu

T
i + Q2 uiu

T
i ,

于是

BB
T
ui= ( AA T+ 2QRiuiu

T
i + Q2uiu

T
i ) ui=

 AA
T
ui+ 2QRiui+ Q2 ui=

 R2i ui+ 2QRiui+ Q2ui=

 ( R2i + 2QRi+ Q
2
) ui ,

即矩阵BB
T
的对应于特征值R

2
i + 2QRi+ Q

2
的特征向量

为 ui ,因此矩阵 B的对应于奇异值 Ri + Q的左奇异向

量为ui , 所以矩阵 A的左奇异向量仍为矩阵 A+ Quiv
T
i

的左奇异向量.

定理 2  设 x I R
m, y I R

n , 令 A= xy
T ,H l= ( hl1 ,

hl2 , ,, hlm ) I R
m @ m, Hr = ( hr1 , hr 2 , ,, hrn ) I R

n @ n为

Househo lder 矩阵,使得

Hlx = || x|| 2 e1 ,H ry= || y|| 2 e1 ,

则

( i) H l 的所有列构成A 的左奇异向量基,

( ii) H r 的所有列构成A 的右奇异向量基,

( iii) A= || x|| 2 || y|| 2hl1 h
T
r1 .

证明  显然矩阵 A= xy
T 的奇异值为|| x|| 2 || y|| 2 , 0,

,, 0,对应于奇异值为|| x|| 2|| y|| 2 的左、右奇异向量分别

为
x
|| x|| 2

,
y
|| y|| 2

,

HlAH
T
r H lxy

T
H
T
r =

|| x|| 2|| y|| 2

    0

     w
       0 m@ n

,

所以 H l 的所有列构成A 的左奇异向量基, Hr 的所有

列构成A的右奇异向量基.

由 Hlx = || x|| 2e1得

x= || x|| 2Hle1= || x|| 2hl1 ,

由 Hry = || y|| 2e1 得

y= || y|| 2Hre1= || y|| 2hr1 ,

因此 A= xy
T= || x|| 2 || y|| 2hl1 h

T
r 1 .

令 A= xy
T , Hl = ( hl1 , hl2 , ,, hlm ) I R

m@ m, H r =

( hr 1 , hr2 , ,, hrn ) I R
n @ n
为 Householder 矩阵, 使得

Hlx = || x|| 2e1 ,Hry = || y || 2e1 ,由定理 1及定理 2知可对

矩阵 A进行一步一步的秩 1 修正, 使得 R1 , R2 , ,, Rn

为所得矩阵的奇异值, 且 x, y 分别为其左右奇异向

量,具体步骤如下:

A= xy
T
, 奇异值为|| x|| 2|| y|| 2 , 0, ,, 0( n- 1个) ,

| 进行秩 1修正

A1 = A+ ( R1 - || x|| 2 || y || 2 ) hl1 h
T
r1 ,由定理 1知 A1 的
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奇异值为 R1 , 0, ,, 0( n- 1个) ,

| 进行秩 1修正

A2 = A+ ( R1 - || x|| 2 || y|| 2 ) hl1 h
T
r 1+ R2hl2 h

T
r2 ,奇异值为

R1 , R2 , 0, ,, 0( n- 2个) ,

s

An= A+ ( R1- || x|| 2 || y || 2 ) hl1h
T
r1+ E

n

i= 2
Rihlih

T
ri ,奇异

值为 R1 , R2 , ,, Rn .

再由定理 2可得

An = A+ ( R1- || x|| 2 || y || 2 ) hl1h
T
r1+

 E
n

i= 2
Rihlih

T
ri = E

n

i= 1
Rihlih

T
ri .

由此得

算法:

p  输入 x, y , R1 , R2 , ,, Rn ;

p  令 A= 0;

p 计算 Householder 阵H l ,H r ,使得 Hlx = || x|| 2 e1 ;

Hry= || y|| 2e1 ;

p  i= 1, 2, ,, n,

p  A= A+ Rihlih
T
ri ;

p  输出 A.

上述算法只需要计算 2个向 量加法, n+ 6个向量

乘法, n+ 1个矩阵加法, 因此运算量少并且易于进行

并行计算.

定理 3  矩阵 hl1h
T
r1 , hl2h

T
r2 , ,, hlnh

T
rn线性无关.

证明  假设存在 n个实数 k 1 , k2 , ,, kn ,使得

k1hl1 h
T
r1 + k2 hl2h

T
r2+ ,+ knh lnh

T
rn = 0,

则等式两端同时右乘 hri ( i= 1, 2, ,, n)得

( k1hl1h
T
r 1+ k2hl2h

T
r2+ ,+ knh lnh

T
rn ) hri = 0,

所以

kihli= 0,

即 ki= 0( i= 1, 2, ,, n) ,说明 hl1 h
T
r 1 , hl2 h

T
r 2 , ,, hlnh

T
rn线

性无关.

定理 4  Ri X Rj ( i X j )时, 问题至少有 n!个解.

证明  在算法中改变 Ri 的次序得

APi= E
n

i = 1

RPi h lih
T
ri ,

其中{RP1 , RP2 , ,, RPn }为{ R1 , R2 , ,, Rn }的一个置换, 因

此共有 n! 种不同的置换. 由定理 3知 hl1 h
T
r 1 , hl2 h

T
r2 ,

,, hlnh
T
rn线性无关,因此 Householder 阵 Hl , Hr 确定

后, 当 Ri X Rj ( i X j )时, 问题 I至少有 n!个解.

注:

1) 取 w= x ? || x|| 2e1 ,令 Householder 阵 Hl = I-

2ww T / wT w,则 Hlx = || x || 2 e1 , 因此 Householder 阵有

两种选择.

2) 当算法中 Householder 阵 Hl ,H r 确定后, 不论

怎样改变 Ri 的次序, 得到的矩阵 A在相差一置换阵

的条件下可以认为是唯一的, 即存在置换阵 P, 使得 A

= PAPiP
T .

在式( 1)中令 A0 = 0, Ai= hli h
T
ri ,即为本文中讨论

的逆奇异值问题. 若取 m= n, x = y , 按照本文的算法

可构造 n 阶对称阵 A 具有给定的n 个特征值及特征

向量 x , 即文献[ 14]的情况.

2  数值例子

下面给出数值例子来验证上述结论.

例 1令 m= 8, n= 6,选取一个随机矩阵 A0 I R
m@ n
:

A0 =

0. 7709  0. 1131 0. 7540 0. 8506  0. 4881  0. 6737

0. 3139  0. 8121 0. 6632 0. 3402  0. 9926  0. 9573

0. 6382  0. 1564 0. 2722 0. 9138  0. 5314  0. 1112

0. 9866  0. 1564 0. 2722 0. 9138  0. 5314  0. 1112

0. 5029  0. 1221 0. 4194 0. 2286  0. 1813  0. 5651

0. 9477  0. 7627 0. 2130 0. 8620  0. 5019  0. 9692

0. 8280  0. 7218 0. 0356 0. 6566  0. 4222  0. 0237

0. 9176  0. 6516 0. 0812 0. 8912  0. 6604  0. 8702

可求得 A0 的奇异值为4. 078 1, 1. 164 3, 0. 908 6,

0. 855 1, 0. 472 0, 0. 187 4,其中最大奇异值 4. 078 1

对应的左右奇异向量分别记为 x, y ,则

x= [ - 0. 3664, - 0. 3843, - 0. 3314, - 0. 3204,

 - 0. 2014, - 0. 4441, - 0. 2894, - 0. 4290] T ,

y= [ - 0. 5115, - 0. 3816, - 0. 2784, - 0. 4637,

 - 0. 3725, - 0. 4018] T .

取给定的奇异值 R1 , R2 , ,, Rn 为 A0 的奇异值, 对

上述给定的 x和 y , 由算法得所求的矩阵为

A0 =

1. 2148  0. 2366 0. 1979 0. 5571  0. 5726  0. 6368

0. 4841  1. 5564 0. 2931 0. 5522  0. 4788  0. 5218

0. 5476  0. 3710 1. 1853 0. 5161  0. 4450  0. 4845

0. 3775  0. 3203 0. 2396 1. 3074  0. 3927  0. 4281

0. 3106  0. 2198 0. 1641 0. 3068  0. 7369  0. 2886

0. 9976  0. 5638 0. 4195 0. 7726  0. 6613  0. 9069

0. 6991  0. 3797 0. 2824 0. 5185  0. 4430  0. 4819

1. 0364  0. 5629 0. 4186 0. 7686  0. 6567  0. 7143

取 10- 10 [ E[ 1010 , 现在给奇异值一个扰动得到

REi= Ri+ E,运用算法,我们得到对应于 REi 的 A
E,从图 1

可以看出随着 E趋近于零, A
E
趋近于A .
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 图 1  算法误差曲线

 F ig. 1 Curr e of alg o rithmic er ro r
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A Special Kind of Inverse Singular Value

Problem of Matrices

WU Chun-hong
*
, LU Lin-zhang

* *

( School of Mathematical Science, X iamen Univ ersit y, X iamen 361005, China)

Abstract: In this paper, w e consider a kind of matrix inverse singular value pr oblem. G iven nonnegativ e numbers R1 , R2 , ,, Rn , two

nonzero real v ect ors x= ( x 1 , x 2 , ,, x m ) T , y= ( y 1 , y 2 , ,, y n) T , find m@ n real matr ix A, such that R1 , R2 , ,, Rn a re the singula r v a-l

ues of A, and x, y ar e the left and r ight singular vector s, respectiv ely . Based on Householder tr ansfo rmation and rank-one updating

matrices, w e propose an algo rithm w hich is economical and easily to par allel to so lve the inverse singular value problem. We also g iv e

the co rresponding numer ical ex ample.

Key words: inverse problem; singula r value; Householder transformation; rank-one updating
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