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摘要: 并不是所有的部分正定 Toeplitz 矩阵都有 Toeplitz 正定完成, 也并不是每个有正定完成的部分正定矩阵都有

Toeplitz 正定完成.我们考虑一类部分正定Toeplitz 矩阵的Toeplitz正定完成问题.
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1 � 基本定义和记号

下面先简要介绍一下本文要用到的一些基本定

义和记号.

1) 部分阵及其完成

如果一个矩阵 A ,它的一部分元素已知,一部分

元素未知,则称A 为一个部分阵.若A 是实的方的部

分阵, aij 是A 的已知元时, aji 也是A 的已知元,而且

a ij = aji ,则称 A 是一个部分对称阵.部分阵的完成

问题通常是指: 属于某一类的部分阵能否通过(从某

个集合中) 选取未知元, 使这个部分阵完成为该类

矩阵.

例如,设A 是一个部分对称正定阵(部分正定阵

的主对角线上的元素一般都假定是已知的, 下同) ,

那么A 的已知元所能构成的主子阵也应是对称正定

的.如果存在一个与A 同阶的对称正定阵B, 当a ij 是

A 的已知元时, bij = aij .则称A 有正定完成. 若不存

在这样的对称正定的矩阵B ,则称A 没有正定完成.

注意下面我们所说的正定指的均是实对称正定.

2) 对角线及Toeplitz阵

设 A 是一个n级方阵, 我们把下标满足的元素

所在的位置称为 A 的第 k 条对角线(这样主对角线

就是第0条对角线) . 如果 A 在各条对角线上的元素

相等,则称 A 为Toeplitz阵.例如:

A =

2 1 x

1 2 1

x 1 2

� � ( x 是未知元)

是一个三阶的部分正定Toeplit z阵.因为由A 的已知

元所能构成的二阶主子阵:

A [ 1, 2] = A[ 2, 3] =
2 1

1 2

是正定的.这里和以后,由A 的第i 1, i 2, �, il行和列

构成的主子阵记为 A { i1, i 2, �, il } . 这个 A 有

Toeplitz正定完成,事实上,

B =

2 1 0

1 2 1

0 1 2

就是它的一个Toeplitz正定完成.

3) 矩阵模式和图

对一个方阵, 指定一些对称位置,如果这些位置

上的元素确定后构成的任意一个部分正定阵都有正

定完成,则称该矩阵模式有正定完成.由于讨论某个

具体部分阵能否完成意义不是很大. 所以,在一般情

况下,我们讨论的所谓部分阵的完成都是指矩阵的

模式完成.

为了描述对称矩阵的模式, 我们引入和对称矩

阵相关联的无向图. 对一个 N 阶部分方阵 A =

( a ij ) , 图取 N 个顶点{ 1, 2, �, N } , 如果元素 ai , j ( i

 j ) 已知,则连接顶点 i和顶点j ,得到图的一条边.

这样一个部分对称阵就和一个无向图相对应.

在一个无向图当中, 如果两个顶点有边直接相



� � � � � � � � 路 � � � � � � � � � � � 圈 � � � � � � � � � � � � � � 简单圈

� 图 1 � 路、圈、简单圈

� Fig. 1 � Route, circul, simplecircul

连,则称这两个顶点是相邻的.一些顶点依次相连则

形成一条路,如果一条路的起点和终点相同则称为

圈.如果一个圈将平面分为两个部分,则这个圈称为

简单圈.如果一个图中不存在边大于等于 4的简单

圈,称这个图为弦图. 否则称为无弦图. 如果一个图

中任意两顶点都有边直接相连, 则称这个图为完全

图.

2 � 正定完成与 Toeplitz正定完成

下面关于部分正定阵完成问题的定理 1、定理 2

是我们主要结果的基础.

定理 1 � 若 B 为如下所示部分正定阵,则 B 有

正定完成[ 1]
.

B =

a b x

b
T

A c

x c
T

d

其中 a, d 为一数, b , c为向量, A 为一方阵.

定理 2 � 部分正定阵有正定完成的充要条件是
该部分正定阵的图 G 是弦图[ 2]

. 首先我们说明两

点:

1) 并不是所有的部分正定 Toeplitz 矩阵都有

Toeplitz正定完成.例如:

B =

1 0. 9 ? - 0. 9

0. 9 1 0. 9 ?

? 0. 9 1 0. 9

- 0. 9 ? 0. 9 1

是一个部分正定 Toeplit z矩阵, 但没有正定完成[ 4]
,

当然也就更没有 Toeplitz正定完成.

2) 并不是每个有正定完成的部分正定矩阵都

有Toeplit z正定完成.例如:

C =

1 0. 95 0. 8

0. 95 1 ?

0. 8 ? 1

是一个部分正定阵, 它有正定完成:

D =

1 0. 95 0. 8

0. 95 1 0. 8

0. 8 0. 8 1

但没有Toeplitz正定完成,因为 Toepl itz矩阵:

C =

1 0. 95 0. 8

0. 95 1 0. 95

0. 8 0. 95 1

不是正定阵.这个例子说明正定完成与正定 Toeplit z

完成这两个问题并不完全相同. 这说明考虑正定

Toeplitz完成问题是有意义的.

3 � 主要结果

下面考虑比较特殊的一类部分 Toepl itz正定阵

的完成问题.

定理3 � 第0, ! 1, ! 2, ! 3, ��, ! ( k- 1) ( k

∀ n, n 为矩阵级阶数) 条对角线为已知的部分

Toeplitz正定阵有Toeplitz正定完成.

证明 � 令

A =

a1 a2 � ak ? ? ?

a2 a1 a2 � ak ? ?

� a2 � � � � ?

ak � � a1 � � ak

? ak � � � � �

? ? � � � a1 a2

? ? ? ak � a2 a1

为所设的部分正定 Toeplitz阵.由假设 A 的 k + 1阶

顺序主子阵 A {1, 2, 3, 4, ��, k , k + 1} 为一个部分

正定 Toeplitz阵.根据定理 1,存在 ak+ 1,使得这个部

分正定 Toeplitz 阵完成为一个 Toeplit z 正定阵. 由

Toeplitz阵的特殊结构可知,

A {1, 2, 3, ��, k , k + 1} =

� A{2, 3, 4, �, k + 1, k + 2}

所以同样可用来完成 A {2, 3, 4, �, k + 1, k + 2} .依

次类推,我们可以完成A 的第k 条对角线和第- k条

对角线, 且这两条线完成后的方阵显然还是一个和

A 类似的部分Toeplitz正定阵(比 A 多了两条对角线

是已知的) .用同样的办法继续做下去, 就可以完成

A 的第 k + 1条、第- ( k + 2) 条对角线,最终得到该
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部分Toeplitz正定阵的Toeplitz正定完成.

定理4 � 第0, ! t , ! 2t , ��, ! kt ( kt ∀ n <

( k+ 1) t , t > 1, n为矩阵阶数) 条对角线为已知的

部分Toeplitz正定阵有Toeplitz正定完成.

证明 � 令 A 为对应该模式的任意一个部分

Toeplitz正定阵.由假设,连接所有差为 k 的点,可以

作出其对应的图为:

� 图 2� 矩阵 A 已知元图

� Fig. 2� Graph of matrix A with specified entries

可以看出,该图是由 t个完全图构成,所以是弦图,

根据定理 2,有正定完成. 下证明进一步可得出它有

Toeplitz正定完成.

令矩阵A 1为一个和矩阵A 同阶,对应矩阵A 关

联图第一个完全图元素相等(包括对角元) , 其他元

素都取零的矩阵.由于矩阵A 是部分正定的. 所以有

A 1是半正定的,且有对应第一个完全图的子式是正

定的.同样,对应矩阵A 的关联图的第二个完全图可

以得到 A 2,这样依次可以得到 A 3, A 4, ��, A t .令

B = A 1+ A 2+ A 3+ A 4+ ��+ At

显然 B 是半正定的, 因为它是半正定矩阵的和. 下

证B是正定的.若存在向量 x 有x
T
Bx = 0,则有 x

T
Aix

= 0.根据 A i 中第 i , t + i , 2t + i , �.构成的子式是
正定的,可以得出:

x 1 = x t+ 1 = x 2t+ 1 = ��= xkt+ 1 = 0, ��,

� x t = x 2t = x 3t = �� = xkt = 0

所以有向量 x = 0, B 为正定阵. 即存在部分Toeplitz

正定阵的Toeplitz正定完成 B ,和A 比较刚好把A 所

有的未知元都取为零元.

例:部分Toeplit z正定阵

A =

2 ? 1 ?

? 2 ? 1

1 ? 2 ?

? 1 ? 2

有 正定 Toeplitz 完成:

B =

2 0 1 0

0 2 0 1

1 0 2 0

0 1 0 2

B =

2 0 1 0

0 2 0 1

1 0 2 0

0 1 0 2

=

�

2 0 1 0

0 0 0 0

1 0 2 0

0 0 0 0

+

0 0 0 0

0 2 0 1

0 0 0 0

0 1 0 2

= A 1+ A 2

定理 5 � 第0, ! t , ! 2t , ��, ! kt ( ( k + 1) t

∀ n, t > 1, n为矩阵阶数) 条对角线为已知的部分

Toeplitz正定阵有Toeplitz正定完成.

证明 � 与定理 4不一样,此时并非所有 t 的倍

数的对角线元素都已知, 但我们可以根据定理 3先

完成所有 t 的倍数的对角线, 再利用定理 4.

假设:

A =

�

a1 ? ? a t � � akt ? ? ?

? a1 ? ? a t � � akt ? ?

? ? a1 ? ? a t � � � ?

at ? ? a1 ? ? � � � akt

� a t ? ? � ? ? at � �

� � a t ? ? � ? ? at �

akt � � � ? ? a1 ? ? at

? akt � � a t ? ? a1 ? ?

? ? � � � a t ? ? a1 ?

? ? ? akt � � at ? ? a1

由于 A 是一个部分正定阵,所以 A {1, t + 1, 2t + 1,

�, kt + 1} 是一个正定阵.同样, A { t + 1, 2t + 1, �,

kt + 1, ( k+ 1) t+ 1} 也是一个正定阵, 所以A {1, t +

1, 2t + 1�, ( k + 1) t + 1} 是一个部分正定阵, 且只

有左下角和右上角两个未知元,由定理 1,有 a ( k+ 1) t

用来正定完成. 注意到 A {2, t + 2, 2t + 2, �, ( k +

1) t + 2} 和A {1, t + 1, 2t + 1�, ( k + 1) t + 1} 是完

全相同的,所以 a ( k+ 1) t也可用于A {2, t + 2, 2t + 2,

�, ( k + 1) t + 2} 的正定完成.依次类推, 可以得到

第( k + 1) t 条对角线. 同样的做法,就可以得到所有

t 的倍数的对角线.根据定理 4, A 有正定Toeplitz完

成.
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从图的结构来看.则是先得到 t 个完全图,再把

未知元都取为零元, 得到正定Toeplitz完成.
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A Class of Positive Definite Completion Problem for

Partial Positive Definite Toeplitz Matrices

HE Ming, LU Lin�zhang
( Dept . of Math. , Xiamen University, Xiamen 361005, China)

Abstract: Not every partial positive definite Toeplitz matrix has Toeplitz positive definite completion and not every par�
tial posit ive definite matrix which has positive def inite completion has Toeplitz positive definite completion. We consider a

special class of part ial positive definite Toeplitz matrices which has Toeplitz positive definite completion.

Key words: Toeplitz matrices; complet ion problem for partial matrices; chordal
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