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l 引 言

是 c h u ,

M
.

T [21
.

首先提出逆奇异值问题
,

他 (那时就 )认为[2]
,

尽管还没看到这样的问

题在物理等方面的应用
,

但这个间题本身是有意义的
.

在文【6] 中
,

R a m Y
.

M
.

和 El hay
,

s.

就提出了一个具有物理背景的逆奇异值间题
.

本文考虑的问题如下
:

问题 P 找 (如果存在的话 )一个
n
阶的单位下三角阵

,

使它有预先给定的正数 几 ,

处
,

⋯
,

氏 作为它的奇异值
.

这个问题与 R a m 和 El hay 提出的问题【6〕相近
,

但显然要简单得多
.

在下一节我们将

讨论问题 P 的可解性和解存在的充分必要条件
,

第三节给出求解问题 P 的算法和一个例子
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2 问题 P 的
.

可解性

引理 2
.

1 设 m X n
矩阵 A 和 : X t 矩阵 B 分别有 (正 )奇异值

d l , 。2 ,

⋯
, 丙 和 氏

,

几
,

⋯
,

「 A O 门
.

_
_

.

_ _
岛

,

则对任意实数 p
,

(m +
‘
) X (n + ‘)矩阵 C 一

L
, ,

、v
了 。 ]有‘正’奇异值

’“1 ’
“2 ’“2 ”

’

几
’
姚J 3

⋯ 氏
.

这里 AT A v ,
~ 时v : ,

}}
v ,

}}
: 一 1 ,

BBT p
;
一 赶p

; ,

!} p
,

!}
: 一 1

.

夕
: ,

8
:

是 2 x Z 矩阵 G -

〔仁夏」
的奇异值

·

证明 设 U D V
丁

和 尸E梦 分别是 A 和 B 的奇异值分解
,

这里 U 一 (u : , u : ,

⋯
, u .

)
,
V =

(v
, , v : ,

⋯
, v ,

)
,

p = (p
, ,

p
: ,

⋯
,

p
:

)和 Q = (q
, ,

q : ,

⋯
,

q
。

)都是正交矩阵
.

D 和 E 是 m x n
和

s x

矩、
.

D 一

叮:」
,

E 一

比:」
,

C C
T
~

乏一d ia g (a
: , 。: ,

⋯
, 几)

, △一d ia g 份 : ,

几
,

⋯
,

岛)
·

我们有

超
刀沪于

刀刀T + 产Pl 可
.

容易验证

[
八月T 势

PP lv fA

二。、

」

〔
州

刀 :

对Pi

刀刀? 介 〕

一 、

〔曹」
, ‘一 2 , 3 , 二

’ ,

‘

= 。

助
i一 2

, 3
,
“

’
, ‘

l时
‘al P

产
丫

,

〕口
一 毋

盯 :鱿盲
一 ‘’

图即卜

则我们又有
: i一 1 ,

2 时

CCT 翩
一

〔器宕咒
。

BBly
;
+ 尸p

:
,

〕
一

嘿六笨
+ 、

、
,

]
一 毋

翩
这个引理得证

.

定义 2
.

1 我们称一个
n
阶单位下三角阵 L 实现了 二个正数

a : ,
丙

,

⋯
,
氏(没有排序 )

,

如果
d : ,

几
,

⋯
,

氏 是 L 的奇异值
.

后面我们将用 S
,

表示所有能被某个
n
阶单位下三角阵实

现的
n
个正数组成的集合

.

定理 2
.

2 若 (a
; , a Z ,

⋯
,

‘ )任S , ,

(月
1 ,

风
,

⋯
,

月
,

)〔 S
, ,

且对某个
r > 0 ,

存在 1《￡( m
,

1

镇 j镇
n ,

使得
。, ,

1
, 、

~
。

衅‘r ‘

一 1 少十 户从万 一 土少沪
U ’ (1 )

那么
,

d 二 (必 r ,

尽/r
, a :

⋯隽一
; , 久+ ,⋯‘

,

月
,

⋯几
一 : ,

风
+ :

⋯风)任5 . + 二·

证明 设 A 和 B 分别是实现 (al
,

气
,

⋯
,

‘ )和明
: ,

月
: ,

⋯
,

风)的单位下三角阵
.

再设

厂A u ‘一时u ‘ ,

BBT
v , 一那vj

.

应用引理 2. 1
,

我们容易验证单位下三角阵
:

〔众 小
“了

d
,

这里
。一〔、(

一
1 ) + 礴(

青
一 1 )〕
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注 条件 (1) 是容易满足的
,

当
r < 1 时

,

只要 ai 簇风
, r
) 1 时

,

只要 久) 岛
,

(1) 都成立

下一个定理给出了问题 P 的可解性
.

定理 2
.

3 份
, , d Z ,

⋯
,

氏 )任 5
.

当且仅当
口, , d : ,

⋯
,

氏 满足

(2 )
月.上

一一久n
�

证明 必要性
.

设 L 实现了份
、 , 。: ,

⋯
,

几 )
,

则由于

d e t (厂L ) 一 ( d e tL ) ,
~ 1 一 n 时

即 ( 2) 成立
.

下面我们用归纳法证明充分性
.

当
一

时
,

不”“
。1

)
。2 ,

,卜““易“证矩阵

「(叮釜一 1 ) ( 1一雌)

闪
1实现了 ( al ,

几 ).

1 J

对
。
> 2

,

不失一般性
,

设 。
,

ae 使得不等式 时(丢一 1 ) + (‘一 , )》。
.

令 ; 一。。
,

; 2一 。3 ,

C, 豆

⋯
,

氏
一 :
一。

,

那么 n 民一 n
。 一 1

,

由归纳假设
, (于

, ,

于2 ,

⋯ ,

氏
一 1 ) 任 凡

一 ,

应用定理 2
.

2 到 二

1
. 、 ,

,
, . 、

, 。 , 。 , , , 、 。, , 。 , “

一 可 以汉、上夕 七 。 , ’刀p汤忱”J得王”
1

r ,

—r 乳
,

⋯
,

民
一 ; ) 任 S一

l 十 , ,

即 (内 ,

处
,

⋯
,

氏) 任S
, .

3 算法及例子

定理 2
.

3 的构造性证明基本上给出求解间题 P 的方法
.

算法 3
.

1 给定满足 ( 2 ) 的正数
口: , 。: ,

⋯
,

氏
,

本算法计算一个具有奇异值
。: , 。: ,

⋯
,

氏

阶单位下三角阵 L.
‘ .

一
_

{ 1 仍
, , _

“
_

_
. _ ‘ 、

_
1. 计 算 A

;
一 1

.

}
,

便之买 现 ( r , , 口: )
,

这里 rl
\ a 1 1

一

奇
,

当 。》‘时
,

一〔‘减一‘, “ -

奋
,

当 。< l 时
, 。一〔(代一 1 ) ( 1 一雌)〕告

.

2
.

对 i = 1
, 2

,

⋯
, n 一 2

‘ .

_
_

[ 入 O、 _
、

_ _
计算 ”汗互一

}云
;

}
,

使之实现 ‘长
十‘

而
口2 ’

n, .�的

、声产

代

,

ai+
, )

,

这里 。一 1 / n 巧
,

八是一个实

数
,

由方程

1
对 ~ r矛(子一 一 1 ) 十 (哈

1

”
‘

哈
: ‘

”
“ 一

i-f-1

决定
,

C ‘

由方程

可浅C
、 ~ 讨C

‘

I! C !l

解出
.

3
.

L 一人
一 1

实现了 (几
,

几
,

⋯
,

久 )
.

注 1 注意到 。是 入 的奇异值
,

因此 (4) 是有解的
.

注 2 (3 )式可整理成

一 1 ) ( 3 )

( 4 )

奋+ I f+ 1

对 ~ ( i 一 哈
: ) ( 1 一 n 弓) / n 弓 ‘= i

,

2
,

⋯
, n 一 z ( 5 )

j. l j一 1

因此要保证上述算法能够完成
,

应首先对给定的奇异值进行适当的重排 (给出时
,

并不假定
吸 ,

几
,

⋯
,

氏 按其下标具有某种大
、

小顺序 )
,

使
。: ,

凡
,

⋯
,

氏 这样的下标排序满足
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当 。+1 簇 1 时
,

n 弓簇 卜 当 吼+ ,

> 1 时
,

n 弓) 1 ‘一 1 , 2 ,

⋯
, , 一 2

(6 )

然后才能开始我们的算法
.

但是
,

如果给 巩 排序
,

使 (6) 成立
,

仍然是一个问题
.

下面对此问题作一个简要的说明
,

假定 艺是给定的
n
个正数的集合

,

且 艺 中小于 1 的数比大于 1 的数多 (相反的情况类似讨

论 )
.

若 艺 中只有一个数大于 1
,

那我们只要把这个数排到最后 (即作 为 氏
,

也看后面的例

3
.

1 )
,

(6 )即成立
.

若 艺 中有二个数大于 1
,

设为
a ,

月
,

且
a> 月

,

记集合 。一孰{a
,

闭
.

若有 y 〔。
,

使 y
,

月簇 1
,

则排序
。; 一月

,

几 ~ r ,

⋯
,

氏一 a
满足 (6)

.

否则
,

对任意的
r 任口

,

都有
r ·

月> 1 ,

我们必能选到
忿一 I t

r , , r Z ,

⋯
,

r, 任侧
, < 。一 2)

,

使 n
ri 层 > 1

,

而n
ri 夕< 1

.

这时
,

可选择的一种排序为
: 。 一 r ‘ ,

矛一 1 1一 1

i 一 1
,

2
,

⋯
, t 一 1 , 巩 二 夕

,

汽+ 1 一 rt
,

⋯
,

氏 ~ a. 这种排序满足 (6 )
.

对于 艺中多于 2 个大于 1

l

一厅
1

一厅
、

一厅

的数的情况
,

可以类推
.

例 3. 1 求 4 X 4 的单位下三角阵 L
,

使它的奇异值是
,

丫丽

解 显然
,

令
。‘~ 艺而的任一种排法都能使 (6) 成立

.

我们取其中一种
: 。 :

-
丁育

’“,
一

7 育
’叮 ,

- 丫夕万
’
a4 = 了丽

.

按算法 3
.

1 进行计算得到

A
l
一

⋯
A

Z
一

{

1 0
’

六
1

众
,

)

实现了 (了
~

百
,

实现 了 (了丁弓
,

)
,

其中叮 -
1

了万
(丫万

,

l )
,

对= 5 (3 一 1 )+

; 1

一厅分
l

一厅

1

一厅
1

一厅
1

一厅A
3
-

A
2

八叮
一L 实现了 (了丽

, )
,

其中 c 百
一

鱼六 (丫百亏
,

了下
,

2 了1 1

1一2’连
�

了- ; 二 、 , , _ , , . 、 . ,

1
犷 乙 夕 , P三= 1 勺气乙一 1 ) 一 仁二子一 1 ) =

乙
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