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非定常不可压粘性/ 无粘性耦合方程
的一种分步分解方法

林玉闽 , 许传炬
(厦门大学数学系 ,福建厦门 　361005)

摘要 :给出了数值求解初始变量不可压 Navier2Stokes/ Euler 耦合方程的一种分步块 LU 分解方

法。与传统的时间分裂法不同 ,该法无需压力中介边条件 ,从而避免了传统时间分裂法要求

的复杂的压力中介边条件逼近。分步块 LU 分解方法可看做经典的 Uzawa 算法的改进 ,后者

曾被成功应用于不可压 Navier2Stokes/ Euler 耦合方程的求解。但本文显示分步块 LU 分解法

比经典的 Uzawa 方法更经济。分析显示该法具有良好的稳定性和高精度 ,数值结果支持这一

理论分析。
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0 　引　言

　　复杂区域上粘性方程 (如不可压 Navier2Stokes 方程) ,无粘性方程 (如不可压 Euler 方

程)以及粘性/ 无粘性耦合方程的有效数值解法有赖于稀疏线性系统的快速解法。对于非

定常不可压流 ,压力算子是造成计算困难的主要因素 ,这是因为压力的特征传播速度是无

限的。在时间分裂格式中 ,计算花费较大的部分在于解 Helmholtz 算子。在非定常不可压

粘性方程的谱元法数值模拟中 ,根据一般 Stokes 方程的离散性质 ,一个常用的方法是 Uza2
wa 算法。Uzawa 算法利用块高斯消元法及对压力和速度的向后迭代法产生两个正定对称

矩阵[6 ] 。根据计算复杂性及所需的计算费用分析可以证明这种分解方法比直接算法更诱

人。

　　类似的技巧已被推广到粘性/ 无粘性耦合方程的求解。粘性/ 无粘性分析是区域分解

技术中较为特殊的一类技巧 ,在计算流体中的研究已有较长的历史 ,但始终未能得到较大

的发展 ,其中的根本原因是以前的粘性/ 无粘性计算方法未能显而易见地达到减少计算量

的目的 ,而减少计算量正是区域分解技术的主要目的所在。已有的粘性/ 无粘性算法可大

致分成两类 : 一类是 Schwarz 子区域迭代法 ,另一类是整体解法。前者的优点是两个耦合

区域的计算可独立进行 ,便于并行实现 ,缺点是重复计算多 ,总体计算量大。后者允许一

次性同时求得粘性区域解和无粘性区域解 ,避免了重复计算 ,计算量较小。文献[ 14 ]引进

了求解不可压粘性/ 无粘性耦合方程的一种新的耦合策略。这个策略在于把粘性/ 无粘性
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耦合方程写成整体变分形式 ,利用这种新的弱形式 ,原始的耦合方程被转化成一个整体鞍

点问题 , 类似于由纯粘性方程产生的鞍点问题。基于这种变分技巧 , 改进后的 Uzawa 方

法得以成功地应用于粘性/ 无粘性耦合问题的求解[14 ] 。

　　本文的工作是文献[13 ]研究的继续。我们在此考虑一种改进的高斯消元法来降低压

力迭代中求 Helmholtz 逆的次数 ,引入并分析一种新的分步预条件方法求解压力/ 速度代

数鞍点问题。该法借鉴了最近发展的应用于不可压非定常 Navier2Stokes 方程的分步方

法。这样一种逼近首先由 Maday 等人[8 ]提出 ,接着 Perot [10 ]和 Couzy[2 ]等人详细分析了其

有效性。最近 P. Fischer[4 ]等人成功地将该法应用于不可压 3D 粘性流的谱元计算。分步

法与传统的时间分裂法 (见 Chorin[1 ] , Temam[12 ] ,Karniadakis[5 ])有一共同的基础 ,即都产生

压力的 Poisson 方程 ,不同之处在于前者的分裂步骤施加在空间离散之后的离散系统上 ,

后者则施加在空间离散前。空间离散后的分裂法避免了传统的分裂法对压力边界条件的

要求 (这是传统分裂法的主要缺陷之一) ,因此比较容易构造高阶时间收敛格式。

　　本文证明分步分裂法应用于粘性/ 无粘性耦合问题将产生一个耦合压力 Poisson 方

程。与应用于纯粘性方程不同之处在于此时的 Poisson 方程在无粘性区域中定义于 Gauss2
Lobatto 网格点上 ,而在粘性区域中则定义于 Gauss 网格点上 ,两者通过交面算子联接。数

值试验显示求解耦合压力 Poisson 方程比直接求解由经典 Uzawa 方法产生的压力系统简

单、经济。分析还显示该法保持了经典 Uzawa 方法良好的稳定性和高精度 ,因此具有良好

的发展前景。

1 　耦合方程的 Uzawa 谱元法

　　假定Ω是 Rd ( d = 2 或 3) 上有界连通开子集 ,具有边界5Ω;Ω- 和Ω+是Ω上的两个开

子集 ,且Ω- ∩Ω+ = < ,Ω- ∪Ω+ =Ω ,Γk = 5Ω∩5Ωk , k = - , + ;Γ= 5Ω- ∩5Ω+ 。

　　以下 ,我们用黑体表示向量和向量函数 ,所有定义在Ωk (k = - , + ) 上的量都用上标

k 来表示 ,设 n 是Ω的单位外法向量 , n - , n +分别是 Г上关于Ω- ,Ω+的单位外法向量。

　　考虑下面的粘性/ 无粘性耦合问题 :对给定 L2 (Ω) d 中的 f ,求速度 u 和压力 p ,使得 :

1
Δt

u - - νΔu - + ¨ p - = f - , 　¨ ·u - = 0 　　in 　Ω-

1
Δt

u + + ¨ p+ = f + , 　　　　¨ ·u + = 0 　　in 　Ω+

(1)

配以以下交面条件

ν5 u -

5 n - - p - ·n - = p+·n + 　　on 　Γ

u - ·n - = - u +·n + 　　　　　on 　Γ
(2)

及边界条件

u - = 0

u +·n = 0
　　

on 　Γ-

on 　Γ+
(3)

这里ν是正常数。耦合问题 (1)源于完整的 Navier2Stokes/ Euler 耦合方程经对流项显式处

理后的半离散形式。此时 ,ν代表粘性 , f 包含显式对流项。用变分方法可证明[14 ]方程
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(1)2(3)存在唯一解 ,且基于离散速度空间 PN (Ω- ) × PN (Ω+ ) 和压力空间 PN - 2 (Ω- ) ×

PN (Ω+) 的谱逼近是适定的。利用 Lagrangian 插值基函数 ,我们得到如下矩阵形式的代数

问题 :

H - 0

0 H +

u -

u +
-

D - 0

IΓ - ( D +) T

T
p -

p +
=

B - f -

B + f +
, (4)

-
D - 0

I
Γ

- ( D +) T

u -

u +
=

0

0
(5)

这里 Hk =
1

Δt
Bk +νδk - A - ,而

δk - =
1

0
　　

当 k = -

当 k = +

A - 是定义在粘性区域上的离散Laplacian 算子。D - 和 ( D + ) T 分别为粘性部分和无粘性

部分的离散散度算子 ,上标“T”表示矩阵的转置 , B - 和 B + 是相关的质量矩阵 , IΓ 为作

用于交面的法向 n - 上的恒等算子 (默认被对应于Γ的权系数对角矩阵相乘) ,未知向量

uk , pk ( k = - , + ) 分别是速度和压力在整体样点上的取值。为了简化记号 , 记 :

Hc =
H - 0

0 H +
, 　Dc =

D - 0

IΓ - ( D +) T
, 　Bc =

B + 0

0 B +
,

uc =
u -

u +
, 　pc =

p -

p +
, 　fc =

f -

f +

于是 (4)2(5)可简写成

Hcuc - DT
c pc = Bc fc

- Dcuc = 0
(6)

利用 Uzawa 过程的块消元法 ,我们把鞍点问题 (6)分解成两个正定对称方程 :

Scpc = - Dc H - 1
c Bc fc (7)

Hcuc = DT
c pc + Bc fc (8)

这里

Sc = Dc H - 1
c DT

c (9)

　　Uzawa 算法的优点在于压力和速度的求解完全分开进行。由于 IΓ 将粘性部分和无

粘性部分耦合 ,离散压力系统 ,或者说矩阵 Sc 的秩等于整体压力自由度 ,对于复杂问题 ,

存储和计算 Sc 的逆极为困难 ,因此需要采用一个迭代方法求解。

　　由于 Sc 和 Hc 的对称正定性 ,可用如共轭梯度法等标准的迭代方法求解 (7) 和 (8) 。

为了使这样的内/ 外嵌套迭代过程对稀疏问题更为有效 ,我们在文献[13 ]引进了预条件矩

阵 Pc

P - 1
c =

1
Δt

E - 1
c +

v ( B - ) - 1 0

0 0

用于加快压力求解的收敛速度 ,这里 Ec = DcB
- 1
c DT

c 。根据 Dc 的定义 , Ec 等同于定义在

Ω+上的 Gauss2Lobatto 网格点上和Ω- 上的 Gauss 网格点上的离散拟 Laplacian 算子 ,也可
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用共轭梯度法求得 Ec 的逆。

　　总之 ,压力可用内/ 外嵌套预条件共轭梯度法来计算。在 d 维情况下 ,在每步外迭代

中 ,需要解 d 个 Helmholtz 方程。预条件矩阵 P - 1
c 的计算包括求矩阵 Ec 的逆和质量矩阵

B - 的逆。注意到 B - 是对角阵 ,因此 ,每次外迭代中预条件矩阵的计算费用集中在求 Ec

的逆上 ,我们的数值试验显示外层共轭梯度法收敛所需的迭代次数是比较多的。因此 ,

在每个外套迭代中解 d + 1 个 Helmholtz 方程在实际模拟中费用偏高。在下一节 ,我们将

通过引进一种有效的附加分裂步骤 ,可以在不引入额外的数值困难的情况下 ,明显地降低

计算过程的费用。

2 　分步块 L U分解方法

　　基于 Couzy 等人[2 ]求解纯粘性问题的一种思想 ,我们把耦合问题 (6) 重写成下列形

式 :

Hc - HcΔtB - 1
c DT

c

- Dc 0

uc

pc - pn
c

=
Bcfc + DT

c pn
c

0
+

r

0
(10)

这里 pn
c 为第 n 个时间步计算所得的压力。因此 pc - pn

c 是第 n + 1 步与第 n 步的压力差 ,

用δpc 表示。(10)中的余项 r 是 :

r = ( I - HcΔtB - 1
c ) DT

cδpc

忽略余项 r 得到 (10)的一个近似方程

Hc - HcΔtB - 1
c DT

c

- Dc 0

uc

δpc

=
Bc fc + DT

c pn
c

0
(11)

为研究 (11)的逼近精度 ,我们把余项写成如下形式 :

r = I -

1
Δt

B - +νA - 0

0
1
Δt

B +

Δt
( B - ) - 1 0

0 ( B + ) - 1
DT

cδpc

=
- ΔtνA - ( B - ) - 1 0

0 0
DT

cδpc =
- ΔtνA - ( B - ) - 1 ( D - ) Tδp - 0

0 0
= O (νΔt2) ,

这里利用了δpc 与Δt 同阶这一事实。由于在 (10) 中的速度前有因子Δt - 1的存在 ,所以

忽略 r 而造成的局部截断误差是O (Δt3) 。注意到余项 r 随着ν的减少而减少 ,因此 ,附加

的分解时间步骤引入的误差在高雷诺数的问题中变得更小。这一事实已通过数值试验得

到进一步的证实。用块高斯消元法于系统 (11) ,得到另一形式的粘性/ 无粘性耦合问题 :

Hc - HcΔtB - 1
c DT

c

0 Ec

uc

δpc

=
Bcfc + DT

c pn
c

- Dc H - 1
c ( Bcfc + DT

c pn
c )

(12)

这里

Ec =ΔtDcB
- 1
c DT

c

方程 (12)就是在每一个时间步中需要求解的线性系统。

　　时间分裂法的优点在于 :由于 Bc 是对角阵 ,迭代求解压力过程中涉及到的关于 Ec
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的矩阵向量积可以直接计算 ,而无需求解矩阵 Hc 的逆。注意到 Schur 补 , 即矩阵 Ec 是

对称正定的 ,自然考虑用共轭梯度迭代法求解。还注意到 Ec 是病态阵 ,因此需要适当的

预条件矩阵来加速迭代方法的收敛速度。在这里 ,我们用基于速度节点 ,即 Gauss2Lobatto

节点上的标准Laplacian 谱元离散矩阵 Ac 作为 Ec 的预条件矩阵。总之 ,附加的分裂法使

得压力系统的求解只需解一个相当于 Helmholtz 方程的标准 Laplacian 方程 , 而在经典的

Uzawa 算法中 ,却需要解 d + 1 个 Helmholtz 系统或拟 Helmholtz 系统。这就是利用分步 LU

分解法的主要收获。

3 　数值试验

　　本节数值试验的目的在于检验分步分解方法的精度和稳定性 ,特别是比较它与经典

Uzawa 算法的临界时间步长。

　　我们首先对方法的稳定性进行评估。利用 (11) 求解 (10) 首先要问的一个问题是 :忽

略 (10)中的余项 r 是否会改变稳定性 ? 一般地 ,我们无法对此问题给出明确的答案 ,因为

我们一般不知道余项 r 的正负号 ,况且每一迭代步中 r 的符号都将改变。因此我们可能

永远不知道忽略余项 r 是增加了稳定性还是降低了稳定性 ,但我们希望知道不管是增加

稳定性还是降低稳定性 , r 的影响是否细微。至少我们希望与经典的 Uzawa 算法相比 ,附

加时间分裂步骤将不会明显地改变系统的稳定性。根据前面的估计 , r 与νΔt2 同阶 ,因

此可以期望由忽略 r 而产生的误差实际上非常小 ,尤其当计算的时间步长很小和/ 或雷诺

数很高时。

　　为了证实上面的分析 ,我们分别在简单的矩形区域和复杂的绕流区域内对非定常

Navier2Stokes/ Euler 耦合方程进行数值模拟。

　　例 1 　精度试验

　　首先验证第 2 节中引入的分步分解方法的精确度。计算区域为一矩形域 [21 ,1 ] ×

[0 ,1 ] ,它被分裂成一个粘性子区域 [21 ,0 ] ×[ 0 ,1 ]和一个无粘性子区域 [ 0 ,1 ] × [ 0 ,1 ]。

图 1 　分步分解方法得到的不同时间步长的误差

Fig. 1 　Errors by the fractional step method for different

time steps

粘性系数ν固定为 0. 01。我们选择两个子区

域上解析函数做为精确解 :

u1 ( x1 , x2 , t) = sin (πx1) cos (πx2) sin (πt)

u2 ( x1 , x2 , t) = - cos (πx1) sin (πx2) sin (πt)

Dirichlet 边条件和初始条件与精确解相匹配。

　　对所有的时间步长 ,计算都进行到无量纲

时间 T = 1. 0。在所有情况下 ,空间逼近都基于

单区域的谱元法 ,使用的多项式阶数为 N = 10。

已验证使用的空间离散确保时间离散误差没有

受到空间离散误差的污染。图 1 显示时间 T =

1. 0 时刻不同时间步长产生的 L22范数和 H12范
数意义下的误差。正如所希望的那样 ,曲线的斜率接近于常数值 2 ,这证明分步分解方法

确有二阶精度。
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　　例 2 　稳定性试验

　　作为评估数值方法的一个标准例子 ,考虑圆柱绕流这一经典流体问题。数值模拟基

于我们发展的谱元法计算流体软件 SECF , 我们将上述算法进一步嵌入其中。SECF 类似

于 NEKTON[9 ,11 ,3 ] ,可进行粘性流、无粘性流以及粘性/ 无粘性耦合流的三维数值计算 , 但

仍在不断完善中。在 SECF 中 ,有两种方法得到收敛解 : 一种是将计算区域剖分成足够小

的区域元 ,而每个区域元的阶数 N 保持不变 ,这种方式类似于经典的有限元法 ,通过逐渐

图 2 　区域剖分和谱元网格

　Fig. 2 　Domain partition and spectral element mesh 图 3 　Re = 200 情况下 T = 12 时刻计算所得

的压力等值线

Fig. 3 　Pressure isolines for Re = 200 at T = 12

减少区域元的尺寸来达到收敛的目的 ;另一种方法是保持区域剖分不变 ,即固定区域元的

个数 ,通过抬高区域元的阶数 N 来增加数值解的精度。后一种方法是谱方法的主要特点

之一。根据 Patera 和 Maday[7 ]等人的理论 ,对于充分光滑的解 ,数值解的误差随 N 的增加

呈指数衰减。在 SECF 中 ,阶数 N 的增加可通过简单修改相关参数的办法达到。为考察

算法的稳定性性质 ,我们模拟雷诺数分别为 Re = u ∞D/ν= 20 ,200 的流动 ,这里 u ∞是无

穷远处的速度 , D 是圆柱体的直径。图 2 显示区域剖分和所用的谱元网格。在网格图中 ,

可以看到所取的粘性子区域Ω- 靠近圆柱体和下游。对于每一个测试的时间步长 ,数值

模拟一直进行到 T = 12 来确定算法是否稳定。图 3 显示 T = 12 , Re = 200 时所得的总压

力等值线 ,此时 Von2Karman 涡尚未出现。

　　我们比较经典 Uzawa 算法与分步分解方法的稳定性。在 Re = 20 情形下 , 经典 Uzawa

算法的临界时间步长为 0. 132 ,而分步分解方法的临界时间步长为 0. 134。在 Re = 200 情

形下 ,经典 Uzawa 算法的临界时间步为 0. 0814 ,而分步分解方法的临界时间步长为 0.

0811。在第一种情形下 ,用分步方法得到的临界时间步长比 Uzawa 方法得到的临界时间

步长稍大一些 ,但在第二种情形下 ,情况却相反。这意味着附加的分解步骤可能对某一问

题轻微有助于整体格式的稳定性 ,而对另一问题却轻微降低了算法的稳定性。我们从这

些数值试验得出的重要结论之一是 :附加的分解步骤没有明显影响整体算法的稳定性 ,但

可观地减少了计算复杂性。

4 　结　论

　　我们给出了一个改进的 Uzawa 算法 (一种LU 块分解法) ,这一方法生成的压力系统类

似于传统的时间分裂法导致的结果 ,但与后者有着本质的不同 :新法无需压力中介边条
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件。理论分析和数值试验显示该法具有良好的稳定性和精确度。更重要的是新的近似系

统更易于求解 ,比经典的 Uzawa 方法更经济。
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A fractional step method for the time dependent
incompressible Navier2Stokes/ Euler coupled equations

LIN Yu2min , XU Chuan2ju
( Xiamen University , Fujian , Xiamen 361005 , China)

　　Abstract : A fractional step method for solving the incompressible Navier2Stokes/ Euler coupled

equations in primitive variables is analyzed as a block LU decomposition. In this formulation , no in2
termediate boundary conditions for the velocity and the pressure is required , in contrast to the tradi2
tional time splitting method. In addition , the fractional step method can be reviewed as an improve2
ment of the classical Uzawa algorithm that has been proven to be useful in the calculation of the in2
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compressible Navier2Stokes/ Euler coupled equations. The fractional step method is showed to be

cheaper than the classical Uzawa algorithm. The stability and the accuracy analysis are also given.

Numerical results confirm the theoretical analysis. Simulations of the flow past the cylinder are car2
ried out in order to demonstrate the potential applications of the Navier2Stokes/ Euler coupled solver.

　　Key words : Uzawa algorithm ; LU decomposition ; Navier2Stokes/ Euler coupled equations ;

spectral method
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