
第 卷第 期
年 月

数 学 学 报
, ,

,

叭

文章编号
一 一 一

文献标识码

一类超线性椭圆方程的无穷多解

刘轼波 李树杰
中国科学院数学与系统科学研究院数学研究所 北京

摘 要 本文研究了一类超线性椭圆方程
,

这里的非线性项是奇的 我们不需要假设
条件

,

得到了无穷多个大能量解的存在性 我们的结论推广 了
邹文明最近的结果

,
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有
, 一 一 二 , ,

由于条件 几
,

人们称 为超线性问题
,

这当然是沿用 时的叫法
·

在

著名的文【 中
,

对于 二 的情形
,

他们在
,

几 以及
日拼

, ,

使得 任 。
, 。 全 井 三 拼

二 ,

三
, 。 的条件下

,

得到了

方程 的无穷多解的存在性
·

显然由 可推出 条件 的作用是保证方程 对应的能量泛函的所有

序列都有界
,

这对于应用变分方法是十分重要的 然而
,

确实有许多超线性的函数并不满足条件

例如在 时
,

取
,

则函数

,

就不满足 然而不难验证它满足我们的条件 一 ,

所以研究 不成立时超线性问

题 的解是有意义的
已经有许多工作 卜 ,研究 不成立时问题 ‘ 的解的存在性

·

它们大都要求 谱律墓专
随 。 增大而增大 我们的条件 比这要求弱 见命题 在 的情形

,

条件 几 是

在文 中引进的

下面叙述我们的结果

定理 在条件 〔 一’ 下
,

问题 有一列解 叭 徒 满足 当 一 时

太
·

一太
尸
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注 这结果当 时首先由
一

见文
,

定理 在
,

及 条件下得到 最近
,

同样对 的情形
,

邹文明在文 夕
,

定理 在
,

和

’日
。

,

对 二 几 一致地有
,

一 架祥胜 氏
’二蟾毕 随 增大而增大的条件下

,

得到同样结果 显然
, ,

’分别强于
, ,

并且 式中给出的函数不满足
, ,

所以定理 推广了文 夕
,

定理 的结果

刀。

考虑泛函
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,

喷泉定理

心
,
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的
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的弱解恰为 的临界点 我们将运用临界点理论证明 有一列临界点 。 、。 满足

份
,

从而证明定理

了、、产
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由于我们不假设条件
,

我们不能象通常那样得到 的 序列的有界性
,

从而证明

条件 这为运用临界点理论造成了困难 在文 中
,

作者受文 的启发
,

通过对泛函 进

行扰动
,

建立了一个
“

变化的喷泉定理
”

借助它证明对应于每个极小极大值
,

都存在一个特殊

的有界的 序列
,

从而克服这一困难 然而实际上能够证明 满足如下的 条件
,

于

是就可以直接利用原来的喷泉定理 我们的结果强于文 冈 中的相应结果
,

而证明却简单得多
,

定义 设 是 空间
,

称 任 ‘ ,
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,
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,
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·

七月 这里 卜 是 的对偶空间
‘

中的范数
,

下面是本节的主要结果

引理 设 满足
,

和
,

则泛函 满足 条件

证明 对
,

利用 嵌入 叫侧卿 、厂 卿 三 的紧性
,

定义 中
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,
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,
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,
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叫
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,
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,
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,
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,
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亡。。。
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,
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,
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,
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,

当 。 一
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运用 引理
,

注意到 几 我们用 川 记 的 测度
,
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再注意到 一。 二 。 二
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联合 一 式
,

我们得到一个矛盾
·

‘

至此
,

我们已经证明了泛函 满足定义 的
,

从而 满足 而 条件 证毕
注 我们在证明中用于排斥可能性

“ 三 ’’ 的技巧源于 他在
“

山路引理
”

的框架下用此方法证明在
“ ’’水平上的一个特殊的 序列是有界的 而我们的

引理 的证明表明
,

尽管可能存在无界的 序列
,

泛函 的每个 序列都是有界的

下面证明条件
‘

确实强于条件

命题 ” 如果 精俘头随 回 增大而增大
,

则当 国 同 且 “ ”时
,

下 二
,

约 下怀

即对
,

条件 成立
,
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设 , 三 三
,

我们也有 下
, 一 笋

, 、 全 证毕
·

在本节最后
,

我们写出要用到的临界点定理 二 的喷泉定理

设 是可分 空间
,

由文
,

知存在 。 、。 〔 , 沪。 二。 仁 ,

使
沪。 , 二 占分

,

其中当 二 二 时
,
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,
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,
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“
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, ,
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,
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,
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,
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、 、 ,
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、 、。 、 , 、一一

二 、 ” 一 为 ,

当 丹
、 二 。。玫

, 。 一。 ” 三
,

则 有一列趋于 的临界值

注 在文
,

中
,

喷泉定理是在 条件下得到的 虽然 条件比 条件

弱
,

但和 条件一样
,

条件足以保证 第一 形变定理成立 见文
,

定理
,

所

以我们可以在 条件下得到喷泉定理

定理 的证明

对可分 空间 叫
, ” 卿

,

象在 节结尾的讨论一样确定 凡
,

玖
, 、 我们来验证

式定义的泛函满足喷泉定理的条件
·

定理 的证明 首先由 知对 。
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,
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,
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,
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,

则由文
,
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,
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,
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可见文
,
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注意 口 分 以及由 可得
,

由上式有

无
。〔 ‘ , 、 卜跳

双 分
,

当 丹
·

因 玫
,

而有限维空间上各种范数等价
,

故存在 仇
,

对 二 任玖
,

有

厂两阳
二

尹

⋯⋯ 。⋯ 二 仇五
二

这里
·

是 夕 卿 上的范数
,

由 知存在 、 ,

当 卜 之 、 时
, 二 ,

七 仇卜卜 取

呱 二
, 二 。。 , , 二、 , , ,

则对 二 , 。 。 ,

有

,

全 、卜】一 对沁

由
,
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· 一仇 ,· , 呱 ,。 ,三 一蠢,,
·‘尸十呱 ,“‘

·

由此可见对充分大的 、 还可要求 珠
,

有 叭 “
,

卜 。

哟 三

于是由命题
,

有一列临界点 、 。 ,

使得 入。 一 定理 证毕
·

例 利用定理
,

我们可以知道方程

一 △“ “ 】。
,

】。。

有无穷多个解 这一结论不能由文
,

定理 或文
,

定理 推出
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