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摘 要 　 利用矩阵运算，结合向量的数量积和外积，介绍一种化二次曲面一般方程为标准形的简便方法．
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在解析几何中，将给定的二次曲面一般方程
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ｂ１ｘ＋ｂ２ｙ＋ｂ３ｚ＋ｃ＝０ （１）

通过直角坐标变换化为标准形是一个重要的课题．
许多教科书先求得所需坐标变换

ｘ＝ｑ１１ｘ′＋ｑ１２ｙ′＋ｑ１３ｚ′＋ｘ１，

ｙ＝ｑ２１ｘ′＋ｑ２２ｙ′＋ｑ２３ｚ′＋ｙ１，

ｚ＝ｑ３１ｘ′＋ｑ３２ｙ′＋ｑ３３ｚ′＋ｚ１
烅

烄

烆
，

（２）

再将式（２）代入式（１）来得到标准方程１－３］．这种方
法计算量大、书写繁复、比较容易出错．
本文运用矩阵运算的方法，结合向量的数量积

和外积，介绍一种较简便的方法．在以下的叙述中，
如同文［４］一样，为了方便我们没有使用黑体来表
示向量，这并不会引起混淆．
为了应用矩阵方法，以下设

Ａ＝ （ａｉｊ）３×３　（ａｉｊ ＝ａｊｉ），

Ｘ＝ （ｘ，ｙ，ｚ），

Ｘ′＝ （ｘ′，ｙ′，ｚ′），

ｂ＝ （ｂ１，ｂ２，ｂ３），
并以ＸＴ 表示Ｘ的转置，将式（１）写成矩阵形式

ＸＡＸＴ＋ｂＸＴ＋ｃ＝０． （３）
由线性代数知存在正交阵Ｑ使

ＱＴＡＱ＝Λ
是对角阵．作正交变换

Ｘ＝Ｘ′ＱＴ， （４）
则式（３）化为

Ｘ′ΛＸ′Ｔ＋ｂ′Ｘ′Ｔ＋ｃ＝０， （５）
其中

ｂ′＝ｂＱ＝ （ｂ′１，ｂ′２，ｂ′３）．

设Ａ的特征值为λ１，λ２，λ３．如果它们全相等，则Ａ必
然已经是对角阵．以下设λ１ 是Ａ的单重特征值，有
特征向量ｅ１．先采用以下的步骤求出上述正交矩阵

Ｑ，以消去方程（３）中的交叉项．
情形１　 若λ２ ＝λ３，则选取ｅ２，以使

ｂ′２＝０．
如果ｅ１×ｂ≠０，即ｅ１ 与ｂ不平行，则取

ｅ２ ＝ｅ１×ｂ．
如果ｅ１×ｂ＝０，则取

ｅ２ ＝ｅ１×ε，
其中

ε∈ ｛（１，０，０）Ｔ，（０，１，０）Ｔ，（０，０，１）Ｔ｝，
是使ｅ１×ε≠０的标准基向量．
再取

ｅ３ ＝ｅ１×ｅ２，

ｑｉ ＝ １
｜ｅｉ｜

ｅｉ　（ｉ＝１，２，３），

则ｅ２，ｅ３ 都是对应于特征值λ２ ＝λ３ 的特征向量，且

ｂ′２＝ｂ　ｑ２ ＝ ｂ　ｅ２｜ｅ２｜＝
０．

于是有正交矩阵

Ｑ＝ （ｑ１，ｑ２，ｑ３），
满足

ＱＴＡＱ＝Λ＝ｄｉａｇ｛λ１，λ２，λ３｝．
ｂ′＝ｂＱ＝ （ｂ′１，ｂ′２，ｂ′３）＝ （ｂ′１，０，ｂ′３），

因此式（５）成为

λ１ｘ′２＋λ２ｙ′２＋λ３ｚ′２＋
ｂ′１ｘ′＋ｂ′３ｚ′＋ｃ＝０． （６）

情形２　 若λ２ ≠λ３，取λ２ 的特征向量ｅ２．取
ｅ３ ＝ｅ１×ｅ２，

ｑｉ ＝ １
｜ｅｉ｜

ｅｉ　（ｉ＝１，２，３），

则ｅ３ 是对应特征值λ３ 的特征向量，且有正交矩阵

Ｑ＝ （ｑ１，ｑ２，ｑ３），
使得



ＱＴＡＱ＝Λ＝ｄｉａｇ｛λ１，λ２，λ３｝．
从而方程（５）成为

λ１ｘ′２＋λ２ｙ′２＋λ３ｚ′２＋
ｂ′１ｘ′＋ｂ′２ｙ′＋ｂ′３ｚ′＋ｃ＝０． （７）

至此，新方程（６）或（７）中不再含有交叉项．不
难用配方法得到适当的平移将方程（６）或（７）化为
标准形．
注１　 在情形１中，利用外积得到ｅ２使ｂ′２＝０．

这不但使得到的新方程（６）具有较简单的系数，而
且对λ２＝λ３＝０的情形尤为重要．对这种情形，如果
不作这样的选择，则作正交变换（４）后，方程（５）将
成为

λ１ｘ′２＋ｂ′１ｘ′＋ｂ′２ｙ′＋ｂ′３ｚ′＋ｃ＝０．
该方程还得再经过一次坐标轴的旋转，才能化为标
准形．显然，我们这里给出的方法显著地减小了计
算量．
注２　在情形２中，特征向量ｅ３通过外积得到，

计算量也显著减少．
注３　 求得正交矩阵Ｑ之后，计算ｂ′＝ｂＱ，即

一次项的系数．二次项系数就是Ａ的特征值，而常数
项没有改变，因此都无须计算．
例１　 化简二次曲面方程
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ｂ＝ （６，０，６），　ｃ＝－５．
容易求得矩阵Ａ的特征值

λ１ ＝９，　λ２ ＝λ３ ＝０．
特征值λ１ 对应特征向量

ｅ１ ＝ （１，－２，２）Ｔ．
故可取
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依照注３，无须计算，由式（６）知方程化为
９ｘ′２＋６ｘ′－６ｚ′－５＝０．

配方得

（９　ｘ′＋ ）１３
２

－６（ｚ′＋１）＝０．

再作移轴变换
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曲面方程化为标准方程

９ｘ″２－６ｚ″＝０．
这是抛物柱面．将式（９）代入式（８），可得相应的坐
标变换公式
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例２　 化简二次曲面方程

ｘ２＋ｙ２＋５ｚ２－６ｘｙ－２ｘｚ＋２ｙｚ－
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解 　 可以记

Ａ＝
１ －３ －１
－３　 １　 １
－

烄

烆

烌

烎１　 １　 ５

，

ｂ＝ （－６，６，－６），　ｃ＝１０．
容易求得矩阵Ａ的特征值

λ１ ＝６，　λ２ ＝３，　λ３ ＝－２，
它们相应的特征向量

ｅ１ ＝ （－１，１，２）Ｔ，

ｅ２ ＝ （－１，１，－１）Ｔ，

ｅ３ ＝ｅ１×ｅ２ ＝ （－３，－３，０）Ｔ．
根据前述情形２可得
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作正交变换
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无须计算，由式（７）知方程化为

６ｘ′２＋３ｙ′２－２ｚ′２＋ 槡６　３ｙ′＋１０＝０．
配方得

６ｘ′２＋３（ｙ′＋槡３）２－２ｚ′２＋１＝０．
再作移轴变换
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方程化为
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这是双叶双曲面．将式（１１）代入式（１０）即得相应
坐标变换公式
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需要指出的是：虽然我们这里用线性代数的矩阵
方法可以比较方便地将二次曲面的一般方程化为标

准形，但是解析几何课程中二次曲面的一般理论部分
讲述的渐近方向，径面，奇向等几何概念还是非常重
要的．学好这些概念对培养我们的几何直观能力大有
裨益，而且这些几何概念及其性质在一些解析几何习
题中有着很灵活有趣的应用．须知：二次曲面一般理
论绝不仅仅是为了化简二次曲面的一般方程．
空间解析几何与高等代数都是数学系学生的基

础课，它们之间有着密切的联系．将线性代数的方法
应用于解析几何的问题是很自然的事，应该得到鼓
励．目前国内也出版了一些将这两门课合并成一门
高等代数和空间解析几何课程的教材［５］．但也应看
到大部分院校还是分别开设这两门课程．北京大学
数学系编写的高等代数教材［６］在国内被广泛地使

用．此书第一章讲述多项式的理论，于是线性代数的
内容被延迟了．根据我们讲授空间解析几何的经验，
这导致学生在学习解析几何中的向量积、混合积等
内容时就会碰到对行列式不熟悉的困难．在学习平
面、直线的位置关系时，学生在高等代数课程中却还
未学到线性方程组的理论．二次曲面的一般理论部
分中的许多具体计算和理论推导，本来利用矩阵的
运算会很方便，但是教学进行到此时学生对矩阵的
运算还不熟悉．总之因为先讲多项式，高等代数的内
容是处处滞后于解析几何课程的需要，非常不利于
教学，严重地影响教学效果．
因此，我们建议在使用文［６］作为高等代数教

材的时候，应该从第二章行列式开始讲起，依次介绍
行列式，线性方程组，矩阵及其运算，然后再讲第一
章的多项式理论．
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