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RN 中一类带 p 2凹凸非线性项的
拟线性椭圆方程的无穷可解性

刘轼波, 范先令
(兰州大学 数学系, 甘肃 兰州 　730000)

摘 要: 在适当条件下, 得到 RN 中的 p 2L ap lace 方程

- div (ûý uû p - 2ý u) + a (x ) ûuû p - 2u = h (x ) ûuû q- 2u + Κûuû s- 2u , u ∈W 1, p (RN )

的无穷多解的存在性, 其中: p < N , 1 < q < p < s < p 3 ≡N p ö(N - p ).
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0　引言
研究问题

(P)
- d iv (ûý uû p - 2ý u ) + a (x ) ûuû p - 2u = h (x ) ûuû q- 2u + Κûuû s- 2u ,

u ∈W 1, p (8 ) ,

其中: p < N , 1 < q < p < s < p 3 ≡N p ö(N - p ) , 8 = RN. 因为 q < p , p < s, 称 h (x ) ûuû q- 2

为 p 2凹的, 称 Κûuû s- 2u 为 p 2凸的[1 ].

带 p 2凹凸非线性项椭圆边值问题已有许多结果, 如Bartsch 等[2 ] 得到了 û8 û < + ∞, p =

2 时 (P) 的无穷多解性, 那里的 a (x ) ≡ 0, h (x ) 是一常数. 最近, 杨海、范先令[1 ] 将这一结果推

广到 p ∈ (1, + ∞) 的情形. 在[ 3 ] 中还讨论了临界增长的情形.

本文则在 RN 中讨论 (P). 这时困难在于嵌入W 1, p (RN ) →L r (RN ) , (p ≤ r < p 3 ) 不紧. 同

时, 也不存在连续嵌入W 1, p (RN ) →L r (RN ) , (1 < r < p ). 为此, 对函数 a , h 提出如下条件

h ∈L q0 (RN ) ∩L ∞ (RN ) , 　1öq0 + qöp 3 = 1; (h 0)

a ∈C (RN , R) , 　a (x ) ≥ a0 > 0; (a0)

a (x ) →+ ∞, 当 ûx û →+ ∞. (a∞)

本文的主要结果是下述的

定理 011　在条件 (h 0) , (a0) , (a∞) 下,

(1) 对 Π Κ> 0, (P) 有一列解{uk }, 使 J (u k ) →+ ∞.

(2) 若 h > 0, a. e. 于 RN , 则对 Π Κ∈ R, (P) 有一列解{v k }, 满足 0 > J (v k ) → 0.

其中: J 是与 (P) 对应的积分泛函, 将在下面给出.
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注　本文中的解均指弱解, 但由正则性结果知, 弱解均属于C 1, Α
loc (RN ).

在本文中, 恒记∫õ≡∫RN
õ dx ,L r ≡L r (RN ). 用“_

X

”表示X 中的弱收敛.

1　若干引理

众所周知, 若 p ≤ r ≤ p 3 , 则有连续嵌入

W 1, p (RN ) →L r (RN ) , (1)

但当 p ≤ r < p 3 时, 嵌入不紧.

记W 1, p (RN ) 的线性子空间

E = {u ∈W 1, p (RN ) :∫(ûý uû p + aûuû p ) < ∞},

规定模‖u‖ = [∫(ûý uû p + aûuû p ) ]1öp , (u ∈E ). 则 (E , ‖õ ‖) 为可分的自反Banach 空间,

并且是一致凸的. 由 (a0) , 有连续嵌入 E →W 1, p (RN ) , 再结合 (1) , 有连续嵌入 E →L r (RN ) , (p

≤ r ≤ p 3 ). 进一步, 作为[ 4 ] 中 P ropo sit ion211 ( i) 的推广, 有

引理 111　当 p ≤ r < p 3 时, 有紧嵌入 E →L r (RN ).

证明　只需证{u n} < E , u n_
E

0] u n_
L r

0.

用共鸣定理, 首先有A ≡ sup
n
‖un‖ < ∞. 先看 r = p 的情形.

由 (a∞) 知, 对Π Ε> 0, ϖ R > 0, 当 ûx û ≥R 时, 1 ≤Εõ a (x ). 记B = B R (0) < RN. 据 a (x )

≥ a0 > 0 知由 u → uûB 定义的映射 E →W 1, p (B ) 是线性连续的. 故 un _
W 1, p (B )

0. 再由紧嵌入

W 1, p (B ) →L P (B ) 得 unûB →
L p (B )

0. 即当 n 充分大时

∫ûx û< R
ûu nû p =∫B

ûu nû p =∫B
ûu nûB û p < Ε.

又因为 ûx û ≥R 时 1 ≤ Εõ a (x ) , 故

∫ûx û≥R
ûu nû p ≤ Εõ∫RN

(ûý unû p + aûu nû p ) ≤ ΕõA p.

故当 n 充分大时

∫RN
ûu nû p =∫ûx û< R

ûunû p +∫ûx û≥R
ûu nû p < Ε+ ΕõA p ,

即 un →
L p (RN )

0.

当 p < r < p 3 时, 用上述已证的结果及连续嵌入 E → L p 3
和内插不等式 ûu û r ≤

ûuû Η
p ûuû 1- Η

p 3 , (某 Η∈ (0, 1) ) , 即可得 u n →
L r

0. 证毕.

现定义 E 上的泛函如下: 对 u ∈ E , 让

L (u ) =
1
p∫(ûý uû p + aûuû p ) ,

F (u ) =
1
q∫hûuû q, 　G (u ) =

Κ
s∫ûuû s,

J (u ) = L (u ) - F (u ) - G (u ).
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显然L ∈C 1 (E , R) , 并且对 u , Υ∈ E , 有

〈L ′(u ) , Υ〉=∫(ûý uû p - 2ý uý Υ+ aûuû p - 2uΥ).

利用引理 111 及 s ∈ (p , p 3 ) 可证G ∈C 1 (E , R)

〈G′(u ) , Υ〉= Κõ∫ûuû s- 2uΥ, 　Π u , Υ∈ E ,

且G′: E → E 3 是强连续的 (映弱收敛点列为强收敛点列).

关于 F , 有下述

引理 112　F ∈C 1 (E , R) , 且 F′: E → E 3 强连续.

证明　由 (h 0) 及Ho¨lder 不等式, 对 Π u ∈ E 有 ûF (u ) û = û∫hûuû qû ≤ ûhû q0ûuû q
p 3 < ∞,

即有 F : E →R , 进而易证 F ∈C 1 (E , R) , 且

〈F′(u ) , Υ〉=∫hûuû q- 2uΥ, 　Π u , Υ∈ E.

现设有 un_
E

u. 由紧嵌入 E →L p 有 un →
L p

u. 记 g (u ) = ûuû q- 2u , 则由 uû→ g (u ) 确定的映射

L p →L p ö(q- 1) 连续. 因而

g (un) ——→
L p ö(q- 1)

g (u ). (2)

ϖ C > 0, 对 Υ∈ E , 有 ûΥû p ≤C‖Υ‖, 此外由 h ∈L q0 ∩L ∞,
p

p - q
> q0] h ∈L p ö(p - q) , 于是

由H o¨lder 不等式得

∫ûhûûûu nû q- 2un - ûuû q- 2uûûΥû ≤ ûhû p ö(p - q) ûg (u n) - g (u ) û p ö(q- 1) ûΥû p

≤C ûhû p ö(p - q)‖Υ‖õ ûg (un) - g (u ) û p ö(q- 1). (3)

由 (2) , (3)得

‖F′(un) - F′(u )‖E 3 = sup
‖Υ‖= 1

û〈F′(un) - F′(u) , Υ〉û

= sup
‖Υ‖= 1

û∫h (ûunû q- 2un - ûuû q- 2) Υû → 0,

于是 F′(un) →
E 3

F′(u ) , 即 F′: E → E 3 强连续. 证毕.

定义 111　映射 P : E → E 3 称为 (S ) 型的, 若

un_
E

u

〈P (u n) , u n - u〉→ 0
] un →

E

u.

注　如果 P ,Q : E → E 3 , 其中 P 为 (S ) 型,Q 强连续, 则L - Q 亦为 (S ) 型.

引理 113　L ′: E → E 3 是 (S ) 型的, 从而 J ′= L ′- F′- G′: E → E 3 也是 (S ) 型的.

证明　用[ 5 ] 中的方法 (那里证明的是 a ≡ 0 的情形). 对 u , v ∈ E

〈L ′(u ) - L ′(v ) , u - v〉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

= ‖u‖p + ‖v‖p - ∫(ûý uû p - 2 + ûý v û p - 2) ý uý v - ∫a (ûuû p - 2 + ûv û p - 2) uv

≥∫ûý uû p +∫ûý v û p - (∫ûý uû p )
p - 1

p (∫ûý v û p )
1
p - (∫ûý uû p )

1
p (∫ûý v û p )

p - 1
p
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　 +∫aûuû p +∫aûv û p - (∫aûuû p )
p - 1

p (∫aûv û p )
1
p - (∫aûuû p )

1
p (∫aûv û p )

p - 1
p

= [ (∫ûý uû p )
p - 1

p - (∫ûý v û p )
p - 1

p ] [ (∫ûý uû p )
1
p - (∫ûý v û p )

1
p ]

　 + [ (∫aûuû p )
p - 1

p - (∫aûv ûP )
p - 1

p ] [ (∫aûuû p )
1
p - (∫aûv ûP )

1
p ]. (4)

设 un_
E

u ,〈L ′(un) , u n - u〉→ 0, 则〈L ′(un) - L ′(u ) , u n - u〉→ 0. 用 (4) , 注意 (4) 右端两

项均非负, 有

[ (∫ûý u nû p )
p - 1

p - (∫ûý uû p )
p - 1

p ] [ (∫ûý unû p )
1
p - (∫ûý uû p )

1
p ] → 0,

[ (∫aûu nû p )
p - 1

p - (∫aûuû p )
p - 1

p ] [ (∫aûu nû p )
1
p - (∫aûuû p )

1
p ] → 0.

函数 f ( t) = ( tp - 1 - Αp - 1) ( t - Α) , ( t ≥ 0) 满足 f ( tn) → 0] tn → Α. 故由上二式就有

∫ûý u nû p →∫ûý uû p ,∫aûu nû p →∫aûuû p , 即‖u n‖→‖u‖. 又 un_
E

u , E 一致凸, 故有 un →
E

u. 即

L ′: E → E 3 为 (S ) 型, 再由定义 111 后的注即得后一结论. 证毕.

引理 114　J : E → R 对 Π c ∈ R 满足 (PS) c 条件.

证明　注意有连续嵌入E →L p 3
, 由Ho¨lder 不等式有∫hûuû q ≤ ûhû q0ûuû q

p 3 ≤C‖u‖q. 设

{u n} < E , J (un) → c, J ′(un) → 0. 记 d = sup
n

J (u n) , 则当 n 充分大时

sd + ‖un‖≥ sJ (un) - 〈J ′(un) , u n〉　　　　　　

= ( s
p

- 1)‖u n‖p + (1 -
s
q

)∫hûu nû q

≥ ( s
p

- 1)‖u n‖p - û1 -
s
q

û õ C õ ‖un‖q.

因 1 < q < p < s, 得{u n} 有界, 因E 自反, 有子列{un j
}, u n j

_
E

u , 而J ′(un) → 0, 故〈J ′(un j
) , u n j

-

u〉→ 0. 但 J ′为 (S ) 型的, 于是 un j
→

E

u , 证毕.

E 是可分Banach 空间, 由[ 6 ] 第 233 页知 ϖ {x n}∞
n= 1 < E , {f n}∞

n= 1 < E 3 , 使

( i)〈f n , x m 〉= ∆m
n ;

( ii) span{x n∶n ∈ N} = E ;

( iii) spanw 3
{f n∶n ∈ N} = E 3 , 其中当 n = m 时, ∆m

n = 1, 当 n ≠m 时, ∆m
n = 0.

令X j = span{x j }, 则E = Ý ∞
j= 1X j , 再记Y k = Ý k

j = 1X j , Z k = Ý ∞
j = kX j. 则类似[ 1 ] 中引理 211

的证明可证

引理 115　若 r ∈ [p , p 3 ) , Βk = sup
u∈Z k , ‖u‖= 1

ûuû r, 则 Βk → 0 (k →∞).

本节最后写出要用到的主要理论工具. 设 E 为Banach 空间, X j ( j = 1, 2, ⋯) 为 E 的有限

维子空间, 使 E = Ý ∞
j = 1X j , 又对 k ∈ N, 记 Y k = Ý k

j= 1X j , Z k = Ý ∞
j= kX j , 则有

引理116 (喷泉定理,Bartsch T , 1992, 见[ 7 ]T heo rem 316)　若J ∈C 1 (E , R) 偶, 对Π c∈

R 满足 (PS) c 条件, 又对 Π k ∈ N, ϖ Θk > rk > 0, 使
( i) ak ≡ m ax

u∈Y k , ‖u‖= Θk

J (u ) ≤ 0;
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( ii) bk ≡ inf
u∈Z k , ‖u‖= rk

J (u ) →+ ∞ (k →∞).

则 J 有一列趋于 + ∞的临界值.

引理 117 (对偶喷泉定理,Bartsch2W illem , 1995, 见[ 7 ]T heo rem 3118)　设 J ∈C 1 (E , R)

偶, ϖ k 0 ∈ N, Π k ≥ k 0, ϖ Θk > rk > 0, 使
(B 1) ak ≡ inf

u∈Z k , ‖u‖= Θk

J (u ) ≥ 0;

(B 2) bk ≡ m ax
u∈Y k , ‖u‖= rk

J (u ) < 0;

(B 3) d k ≡ inf
u∈Z k , ‖u‖≤Θk

J (u ) → 0 (k →∞) ;

(B 4) Π c ∈ [d k0 , 0) , J 满足 (PS) 3
c 条件.

则 J 有一列趋于 0 的负临界值.

(PS) 3
c 条件指: 若{un j

} < E , n j →∞, un j
∈ Y n j

, J (un j
) → c, J û′Y nj

(un j
) → 0, 则{u n j

} 有子列

收敛于 J 的临界点.

2　主要定理的证明

现在来证明定理 011, 设 E , X j , Y k , Z k 如上节所述, 并且注意到 J 显然是偶泛函.

结论 (1) 的证明　在定理 011 的 (1) 的条件下, 验证泛函 J 满足喷泉定理的条件.

( i) 在 Y k 上, 由∫hûuû q ≤ ûhû q0ûuû q
p 3 , 有

J (u ) ≤ 1
p
‖u‖p +

1
q

ûhû q0ûuû q
p 3 -

Κ
s

ûuû s
s.

因有穷维空间Y k 上各模等价, 又Κ> 0, q < p < s, 故对充分大的Θk > 0, 有a k ≡ inf
u∈Y k , ‖u‖= Θk

J (u )

≤ 0.

( ii) 令 Βk ≡ sup
u∈Z k , ‖u‖= 1

ûuû s, 由引理 215, Βk → 0. 对 u ∈ Z k , 据 Βk 的定义及∫hûuû q ≤

C‖u‖q, 有

J (u ) ≥ 1
p
‖u‖p -

1
q

C‖u‖q -
Κ
s

Βs
k‖u‖s

≡ 1
p
‖u‖p - Α‖u‖q - d Βs

k‖u‖s.

令 rk = (dsΒs
k ) 1ö(p - s) , 则对 u ∈ Z k , ‖u‖ = rk , 有

J (u ) ≥ 1
p

rp
k - Αõ rq

k - d Βs
k rs

k　　　　　　　　　

= (d sΒs
k ) qö(p - s) [ ( 1

p
-

1
s

) (d sΒs
k )

(p - q) ö(p - s) - Α]

→+ ∞　 (因 Βk → 0, q < p < s) ,

即 bk ≡ inf
u∈Z K , ‖u‖= rk

J (u ) →+ ∞.

由引理 114, J 对 Π c ∈ R 满足 (PS) c 条件. 由喷泉定理, (1) 得证.

结论 (2) 的证明　只须验证泛函 J 满足对偶喷泉定理的条件.

(B 1) 令 Α= N p ö(N (p - q) + q2) > q0, Σ= N p ö(N - q) ∈ (p , p 3 ). 则 1
Α +

1
Σöq

= 1
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且 h ∈L Α, 故由H o¨lder 不等式及连续嵌入 E →L Σ, 对 u ∈ E 有

∫hûuû q ≤ ûhû Αûuû q
Σ ≤ ûhû ΑΒq

k‖u‖q, (5)

其中: Βk = sup
u∈Z k , ‖u‖= 1

ûuû Σ → 0 (引理 215). 由连续嵌入 E →L s 知 ϖ R > 0, 使

‖u‖≤R ] ûΚû
s∫ûuû s ≤ 1

2p
‖u‖p. (6)

由 (5) , (6) , 当‖u‖≤R 时

J (u ) ≥ 1
p
‖u‖p -

1
q∫hûuû q -

ûΚû
s∫ûuû s　　　　　　　　　　　

≥ 1
p
‖u‖p -

1
q

ûhû ΑΒq
k‖u‖q -

1
2p

‖u‖p ≡ 1
2p

‖u‖p - cΒq
k‖u‖q. (7)

令 Θk = (2p cΒq
k ) 1ö(p - q) , 则 Θk → 0. 故 ϖ k 0, 当 k ≥ k 0 时 Θk ≤R. 于是当 k ≥ k 0, u ∈ Z k , ‖u‖ =

Θk 时, J (u ) ≥ 1
2p

Θp
k - cΒq

k Θq
k = 0. 即证得 (B 1).

(B 2) 引入新模[u ]q = (∫hûuû q) 1öq (注意 h > 0 a. e. 于 RN , 易证[õ ] 是 E 上的模). 于是

J (u ) =
1
p
‖u‖p -

1
q∫hûuû q -

Κ
s∫ûuû s =

1
p
‖u‖p -

1
q

[u ]q
q -

Κ
s

ûuû s
s.

因有穷维空间 Y k 上各模等价, 故当 rk 很小 (还可小于 Θk ) 时, bk ≡ m ax
u∈Y k , ‖u‖= rk

J (u ) < 0. 即得

(B 2).

(B 3) 由 (7) 式, u ∈ Z k , ‖u‖≤ Θk 时

J (u ) ≥- cΒq
k‖u‖q ≥- cΒq

k Θq
k.

由 0 > bk ≥ d k ≡ inf
u∈Z k , ‖u‖≤Θk

J (u ) 以及 - cΒq
k Θq

k → 0, 可得 d k → 0. 于是 (B 3) 得证.

(B 4) 用引理 215, 类似[ 1 ] 引理 212 可证, 略.

综上所述, 由对偶喷泉定理, (2) 得证.
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Inf in itely M any Solution s of a Cla ss of Qua sil inear Ell iptic Equa tion s

in RN w ith p -Concave and Convex Non l inear it ies

L iu S h ibo, F an X ian ling

(D epartm ent of M athem atics, L anzhou U niversity, L anzhou, 730000, Ch ina)

Abstract: U nder p roper condit ion s, w e ob ta in the ex istence of infin itely m any so lu t ion s of

the fo llow ing quasilinear ellip t ic equat ion

- d iv (ûý uû p - 2ý u ) + a (x ) ûuû p - 2u = h (x ) ûuû q- 2u + Κûuû s- 2u , u ∈W 1, p (RN )

w here, p < N , 1 < q < p < s < p 3 ≡N p ö(N - p ).

Key words: p 2L ap lacian equat ion s; Sobo lev space; in tegra l funct ional; crit ica l po in ts
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